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译者序 


微分几何学的产生和发展是与数学分析密切相连的，在这方面做出贡献的有璀士数学家欧 
拉，法国数学家蒙日. 徳国数 学家、天文学家和物理学家商斯，徳国数学家克莱因等等.经过 
近300年的发展，微分几何逐渐成为数学中独具特色、应用广泛的独立学科. 

微分几何以曲线和曲面作为研究对象，在力学和一些工程技术问®方面有着广泛的应用. 
本书是一本优秀的微分几何教材，在研究微分几何理论 的基劫 上，给出了微分几何在力学、工 
程等学科上的大量应用 } 反过来，这些应用也加深了读者对微分几何的理解.另外，本书引人 
了计箅机代数系统一 Maple. 利用它不仅简化了计算，而且 还绘劁 了大童图形 ，从而可以更 
加直观地理解微分几何的理论.此外，本书还包含了大量习题，给出了相应的提示和解答•并 
提供了一系列的例子、定义以及注释 - 

微分几何课程是数学与应用数学专业的专业*础课，是由初等几何通往现代几何过程中的 
必修课程.本书内容广泛 • 条理淸晰，浅显易懂，图文并茂，可作为商等淚校数学、物理、工 
程学、化学、生物和哲学等专业学生的微分几何教材，同时也可作为专业人员的参考书. 

微分几何在各方面的应用 ft 本书的一大特色，但间时也给翻译带来了一些麻烦.因为我们 
本身水乎有限，所以翻译当中难免有不甚妥当之处.非常欢迎读者批评指正. 


译者 
于南开大学 













第 1 版前言 

我们应该怎样教育今太的大学生，我们应该教他们什么知识，才能使他们今后在从事数学 
相关领域的职业时做好准备？我们怎样帮助他们实现从微积分和线性代数这样的基础数学到钝 
粹数学和应用数学中更抽象方法的飞跃？有一门学科能够使学习数学的学生步人刻更高的一个 
发展层次.这门学科是立竿见影的、直观的1可计算的、有用的和跨学科的，最重要之处在于 
它很有趣.当然，我们这里所涉及的是一门有着悠久和奇妙历史的学科——微分几何，它同时 
又是一门在许多领域不断发现有新应用的学科，从机械设计対四维流形的分类，到自然基本力 
理论的创造，再到 DNA 的研究. 

微分几何是一门向更抽象的数学及其应用过液的转型学科.这门学科让学生看到数学的本 
质 数学并非大学标准课程表屮罗列的分 n 别类的课程，而是一个涵盖了几何、微积分、线 
性代数、撤分方程、复变函数，变分法和各种科学概念的狳合性的学科整体.微分几何 不只是 
对数学专业的学生有用.而旦包含理 T 科专业学牛所需要的技巧和方法.并旦 • 学科本身并不 
是完全量化的.换句话说.我们珂以得到一系列的结果，其中有些仅仅依赖于计算，而有些脷 
需要相当抽象地证明.这样，学生就逐步从计算向思考过渡. 

刺用像 Maple 和 Mathematics 这样的计算机代数系统，我们有机会观察把这些思想融合在 
一起的各种概念和结构.事实 L, 通常的做法是，结果的图形化表示应试与其中包含的数学理 
解齐头并进.例如，在第 S 章，我使用 M a pl c 来表示曲面上的拥地线，这就要求理解微分方程 
组的数值解并显示其解.而且，对于这个例子来说，表示并不是一个单纯的计算机技巧的体 
现，而是准确地阐述不同的现象.例如我们可以用克莱罗关系来推述测地线 t 的有界性问理. 
用计算机代数系统理解概念和解决问题还有很多好处.例如，绘制测地线的程序修改以后可以 
用来 ® 示在曲面上运动的质点的运动方程.第 7 章就是这样做的，同时推述了与变分法和最优 
控制有关的稃序.在第I、2、3、5、7章的后而几节，我们解释了如何应用 M a pl e 来刻両微分 
几何的结构-这些章节可以作为一个聲正式的 Maple 指南.而不仅仅是程序的排列.对于读者 
来说 • 这样做既有优点又有 缺点. 优点在于书中有使用中某些陷阱的小小提示以及进免这些陷 
阱的方法，缺点在于其中难免带有我个人的客好 色彩， 而旦我并#一位 Maple 专家.本书中介 
绍的 Maple 的特性，任何人可以使用 • 在这里.我之所以用 Maple 而不是用 MathemaUca 来编 
程，是因为我个人认为对于学生来说.学习 Maple 更 容易. 如果你倾向于使用 Mathematica, 
你可以奄不费劲地将书中的 Maple 程序转换为 Mathematica 程序，或者你可以在 [ Gib 93] 中找 
到大童用 Mathematica 编写的几何程序和例子. 

尽管这里用到了计算机代数系统，但是从19世纪的观点来看.本书依然是传统的.所不 
同的是，我在这枣的写作过程中有意地加进了一些我认为是理科专业和数学专业的学生应该 
知道的 资料. 例如，虽然克莱罗关系或雅时比定理等力学现象的推述以及傅科摆这样的力学现 
象的几何推述等知识可以在一些高级教科书 （例如 [Arn 7 8] 和 [Mar92]) 中找到，但是出现在本 





































































surf rev •= [Mu)cos(v>.A(tOsin(v> •«(«>] 

这个程序在 Maple 8 中可以运行，在 Maple 9中运行时系统会提示在公式 “surfrev” 中套用 
的递归次数太多.这时，不定义 沢和/ »，直接定义 “surfr e v”«H 4.9.2 节、 4.9.3 节和 4.9.4 
节中的程序也遇到同样的定义问理.解决的办法也 相似. 








所以说，撖分儿何与微分方程紧密相连.对于学 W 基砌 的微分儿何，并不需要掌掸解微分 
方程的所有奇妙的方法.能够处理可分离的微分方程并且知道一 ® 技巧 （这 丰书所用到的>就行 
了.甚至有邱时候，微分方程的显式解并不存在，但是数值解通常能产年一个解几何体■由丁 - 
近卜年 M •算机代数系统的发展，-般人也可以做到这-点. 

在第丨承，我们运用上面所提及的方法研究所有几何体的 基础一曲线. 我们用微积分方 
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因为超过三维我们无法看见，面对于学习物理或者微分几何的学生来说，这又是进一步研究的 
基础.自然界的物理系统很少仅仅依赖于两个畚数存在，所以了解含有大 董参数 的几何学对于 

分析物理系统来说是非常重要的.所以在这一章中，我们研究极小子流形、高维测地线方程， 

以及黎曼曲率、截面曲率，里奇曲率和标董曲串.这些主題是许多书籍的题材，故本书只说明 
它们与前面七章中介绍的曲面论的联系. 

以上就是这本书的主要内容.学习这本书的最好的方法 就是： 寻找正确的微分方程，力求 
得到方程的解析解或者数值解，最后裼示基本的几何性质.让我们开始吧 i 




















第 1 章曲线的几何性质 


11引言 


欧儿里得几何空间是由直线和平面构成的.要超越这一平坦的空间到弯曲的世界里 
要了解更一般类型的曲线和曲面.： r 解曲线的基本特性也是了解曲面几何性质的基硇. 

三维空间硭上的曲线是连续映射 /^R s . 其中 J 是实轴 R 上的某种类型的区 IS 
(0, 1), («, W, [a, (-oo, [0, 1] 等). 因为 e 的值域在 R* 中，所以- 

个坐标.于是，对于 *e/, 我们用 

«(/) - (a'dW ⑴, a*<<)) 

作为 。的参 教化法 （parametrization), 其中V: J—R 都是函数.一个较好的方法， 

看成是空间屮粒子随时间 < 变化的运动轨迹如果每个坐标函败 i 是 R 上可 
数，则称《是可微的或光潸的.事实上.为以后定义曲率和挠率，需要每个 o •至少 
的.在实际中，这个限制条件并不过分. 

映射 a 在处的速度向量定义为 


其中 dY /山 是通常意义下的导数， I ,%表示导数在/ = £«>处的值.为了方便起见 
记为$(*。）.为了说明 o ' 的几何意义，首先介绍下面例子. 


例 I. I. 1( 曲线的第一个例子 t R 3 中的直线）我们知 
道两点决定一条直线.在平面圮上，有一种表示直线的 
代数方法，那躭是通常的斜截式方程.可是，在纪中没 
有斜率的概念，也就不能用类似的方法给出直线的方程. 
但是连结 P, fl 两电的亩线吋以用以下的方法束描述.为 
了得到所求直线，增加向量 P. 利用方向向量 fl —p, 也 
躭是从 P 点到 fl 点的方向，参数 f 表示沿着 p 移动的 
距离.经过以上步骤，就得到 R 3 中的参教形式 的隻线 （如 



图】1所示）： 


ttiO = p + Uq — pi. 

例如，取 p _( l ， 2, 3〉且 fl =( — 1, 4, -7), 此时 g - p =( — 2, 2， -10), 
点的直线为 


练习 1.1.4 两次运用勾般定理证明 I 是 (0, 0, 0) 拜 ( t ^， V , V 〉的距离. 

如果对所有 *€ J , atO ^ O , 脚称 o >( l ) 是正則的.一敖地，如果曲线非正则，就将其分成 
E 则的几段，每段独立考虑.正»的假定保证了可以沿着曲线作相同方向上的移动 • 这对于接 
F 来讨论弧长是很重要的. 

例 I .1. S (尖点线 〆 *)=(«*,心）注意 工_<*，所以: v _±： i ^*， o / (0 = C 2 f . 3/*) 
ac (0)=(0, 0). 因此 o 是非正則的，伹在 i 轴上方和下方部分分别是正则的 ■ 


看作粒子轨迹， * 看作时间，可以看到速度向量的长度就是在给定时间粒子的速度 • 对直线 
a(0 = p-hiv , 速度是方向向量的长度 | w I- 注意，所取的直线都是有固定速度《的直线.稍后 
我们将看I!，每条正则曲线都可以重新参数化使其具有固定的速度，所以这不是本质的限制. 
然而，原先给出的畚数方程可能掩盖了曲线为直线的事实.直到将其重新参数化，变为含有固 
定速度的参数方程时才能揭示它的本质.因为我们想用命題 1.1. 7刻画直线，所以习惯上要把 
直线重新参数化使其有固定速度. 

如果 《r(t) = («•(*)• «*(*), «»*<*)) 是 R* 中的曲线，它的加速度向量表示为 

，叫雙•雙举 ). 








鏃习 1.1.6 牛额提出了一个 间题： 一条曲线绕一个轴转动产生一个曲面，如果曲面在 
“稀薄的”流体(如空气）中运动产生的阻力最小，那么这条曲线是什么曲线？牛顿的答案是如下 
曲线(见第7 章）： 

其中 A 是正常数，且： r>2A. 画出该曲线，计算速度和加速度向纛，并求此曲线和轴在交点 
(2A, 0) 处的交角. 

我们现在来讨论笫一个(最简单的非 乎凡) 微积分 实例， 对曲线的几何性质加上限制.亊实 
上，这是曲线徼分几何的 实质. 在后面将会有更多的例子. 

命题 1.1. 7曲线 o 是（有常速度的）直线当且仅由/ =0. 

证明若 i»(*)=p+rtr 是直线， 则〆 ⑴= »(« 是常向董），所以 ，⑴ =0. 

如果对所有的 h «"(<)=0,劚对于每个坐标函数有^公=0.二阶导数为0,说明 
g £ i = 妙是— 个常数 • 作关于*的积分，得到其中/ ■■是 积分常数•则 
«(«) = (/»'+<!»'./>*+<»*,/* +to 5 ) = p + tvt 

其中 P=(/*_， 〆， p 3 )，d， V). 因此. 曲线 a 可以表示为参数化的直线 • ■ 

这个简单的结论告诉我们如何使用微积分方法辁证几何 性质. 为了看出利用这些基本思想 
能得到什么，考虑下面问题 • 求 R 3 中两点 p 和的最短距离.在很小的时候我们就知道答案 
是直线，现在我们证明其正确性.微积分告诉我们距离是速度的简单积分.因此积分 

L( tf ) - H |« ， “)|d« 

计算的是正则曲线 o: [a，6]—R* 从《<«)到 tt (6) 的孤长 （即移动距 
离). 先考虑弧长的一小段(无穷小的一部分 ）（ 如图 1-3 所示），由勾 
股定理知，直角边为 dr, d：y 的直角三角形的斜边长 
假设I， ： y 是以 <为参数的函数， fH a iO = UiO t : yO)〉 且 Ac* = 

(dx/dO***，dy = (*b-M)W. 所以 

这个关系式也就是说距离等于速度乘以时同.通过积分将所有小曲线段相加，得 

= £u/(oid«. 

这种3 维的直观 描述仅仅用到之前3维空间中关于勾股定理的练习.现在，向量》的长度 
kl 可写成其中的“ •”运算是向量的点积.一般地，若》莫（汐，V,力， «.=<«,*, 
w 2 , v /), 则》 • «> —•t» l w*+W+W. 



m i-3 曲线的无穷小段 






证明注意到 l cos ^l<l， 故结论成立. ■ 

对导数而言，点积躭如普通的乘积 • 也就是说保持莱布尼茨 （Leibniz) (或乘法）法劑.特别 
地有以下命题. 

命题 1.1.10 如果 irU) 与炉 f) 是 R 1 中的两奈曲线，则 

¥ = !仰 f - 
证明对分貴函数使用莱布尼茨法则，有 

= 37^ +< "*- ■ 

在不引起 m 淆的时候省略 r , 乘积法脚可简写为•沒+«• 〆.现在就可以回答 
曲线上 W 点间最短(光滑)路径问题. 

定理 1.I.II 在 R 3 中，两点间有最挝弧长的曲线是直线. 

证明 考虑 F 3 中两点 P , 丨连结两点的直线的参数方程是 fQbp+tQ-jO, 其中 r P 
表示由 P 到9的方向向量 • 所以〆|»且|/ / (£)| = |费一沪|为常量.因此 

=L 1疒“)| d / — |g — p | j '户 =|g — p |, 

且 P 到 9 线段(或方向向 *) 的长度躭是 P 拜 9 的距离（正如我们所 
期望的).现在考虑连结 P , 9的另一条曲线(如图 1-5 所示). 

只要证明那么由《的任意性，就可以说明直线 

是取得最短距离的曲线.但是如何证明“比 Z 长呢？一个直观的解 

释是， o 从一个错误的方向出发.也就是说， /(c) 不是指向 9 点. 

该如何估计这个偏差呢？ — p 的单位 向量! i = p)/| fl — p | 与 o BI -5 直线和比 较曲线 























(jrU) »>>(<)) = (A + c<* — sinf),B —a(l — cos«)). 

画出该摆线，可以看出它是从上例中获得的一个倒转形式.假设单位质撤的粒子在摆线上的 
(元，玉）点以静止状态开始，该点对应于参数表示中的角度 L 在重力作用下(假设无摩擦），证 

明对任何选定的初始角度“粒子总是经过时间其中为重力加 速度） 就滑到摆线底 
端(即 <= w ). 惠更斯利用这一性质制作了无摆钟，他考虑了海上船只的准确计时问题，从而改 
进了航 海术. 他把摆线命名为等时线 (tautochrone), 因为后者意昧着时间相同.我们将在第7 
章重温摆线，届时 • 将看到另一个迷人的性质和名称. 提示： 位能通过转化为 
动能，而时间等于距离除以速度，所以 





用 y=(d>>/d/)/(dx/d() - sin//(l—cosl), 5 = B—a(l —cos F), : y=B — c(l 一 cost ) 化简上 

式，再用微分证明最 后一步并且计 »r 的值 _ 见 1.7 节中的 Maple 方法. 




































1.2 弧长参数化 


在前面的讨论中将参数《看成时间，通常更方便的是用它表示沿曲线前进的路程.也就是 
说，现在的中的参数，表示沿曲线移动的 距离， 这就是孤长参數化.我们将会看到，以弧 
长作为参数使曲线的微分几何大为简化《而且，任意曲线都能用弧长参数 表示. 事实上只能进 
行原蜊上的处理.这就意味着，虽然任何正则曲线都可以用*长参数表示，伹 R 在很少悄况下 
可以得到显式的弧长参数表 达式. 现在，先略微仔细地研究有关弧长参数的概念，然后证明， 
任意曲线都有弧长参数表示.在下一节里.使用》长参数化法推导F re „e t 公式，该公式描述 








































式 给出： 


T = kN 

N* = -kT +iB 

B 7 = - xN . 

I 例 1.3.10( 岡） 考虑 0! 11(0 = ( rcosf ， rsin 含， 0)， 其导败 a ’(*) = ( l / r >(— rsin 含. 
rcos -^-, o ) = (- sm ^-, cos ^-. o ), 故 | c /( f >| = l , 所以 a 有单位速度.故 r =«/. 又 t = 
«*■ (一 （ l / r>cos 含， -< l / r ) sin ~, o ) = - (1/ r ) ( co ®+, sin +, 0)， 其中， (_ co & 十， 
~ sinj -, 0) 是单位向量，因此等于 N . 即 T ^^ + d / ON , 故 *= l / r . 也就是说，半径为 r 的 
圆曲率为常败 I / r . 由此我们获 得一种 直观的想象， r 越大，圃弯曲得就越轻，极限》^=(1/»»>-0 
反映 f 这一点 • 其次，我们希里知道圆的挠率. 

N ， = (|si„(^).-|cO3(f).0) 

=-|r 

=-kT. 

由 Frenet 公式 N ^- icT + d ， 故得 r =0, 所以 ffl 的挠率为 0. 对此，我们稍后将进行概括性 
的总结. 

ft 习 1.3.11 利用 Frenet 公式可以《定曲线，不瞀曲线参数形式有多么 ft 杂.下面这条 





行于 A (0> 的直线 f , 
角 I 

< iv ) cos <«/2- e )= lr / f , 其中 * r /2- S gn (6><9 是 A 和 N 的夹角 》< v )| A |= c , 其次给定上述性质 
中的任一个，证明 A 总是平行于 K 即為(0>>当且仅当 o /=_ WST , 最后证明当且仅当 
r — f>K 和 =— Ar . 

解这个微分方程就可以得到 结果. Maple 的 “ dsolve ” 的指令很有用，我们将在本章末尾 Maple 
部分给出恒进动曲线的精确参数表示. 

蝶习设〜是两条不相交的闭曲线 + 丨 
(即 a(£0= O (W, p 亦类似 >. 将珩投射到平面.使 八 p 

得^，办至多两个点映射为单一象.对于每个 0 的下 a 

穿式交叉，指定士 1对应于这一定向，如 ffl 1 - 18 所- > - 7T> 

示，把这些 士1 相加躭得到 U ( fl , 讲，也就是 a , p fi 

的坏蛲數 （linking number 》. 令 { T , C ；, V }是练习 I 

1.3.1 4 中给出的标架，则关于《的 U 的扭 A ( tw 〖 st > ffll -18 定向环绕数 

定义为 


Tzv(otU) = oid(. 


令 P= a + E U. 其中 e 尽可能小且使得《, /?不相交.证明如果 a 是平面曲线，刺 LA(«, /?> = 
r w («，U>. 这是怀特 (Whitc>& 式的一个特殊情形，而怀特公式对当代 DNA 研究起到了重要 
作用(详见 [Poh80, PR78]). 


Twia,N) - 


• 18( 蠟旋线）考虑螺旋线 p ( i ) = iacosis / c ). 















证明偎设是困的一部分，根据定义，0是平面曲线，故 r =0. 再由定义，对任意的 5 , 
\p(sy-p\ = r . 两边 乎方， ( p (5)- p ) • Cp ( S )~ p )= r i . 两边求 微分， 得到（因为 T = 〆 ） 

ZT - ( p ( s )- p ) = 0 或 T - ( p ( s ) - p ) = 0. 

再次微分，得 

T *. C^(5)-p) + T - T =0 

kN - fp ( s ) - p > + l = 0 ( » ) 

$eN • ( p ( i ) - p )=- 1 

特別地，这意味着 k >0, 且 / V *< p ( S > — p >? t 0. 微分 （*> 式，可得 

• (/ Wi )- p > +* N ’ • Cp ( s ) - p ) +*N • T = 0 
• ( p ( s ) - p ) f *(-<cT + rB ) - ( p ( s ) - p ) + 0 = 0. 

由前面的计算知 r =0 且 T * ( p ( s > — 1»>=0, 于是 

• 1/«4) - p ) » 0. 


又由 /V • 1扒*)一 p > 关 C 知 clc / d «=0. 因此 》 e > n 为常量. 

现在俄设* c >0 且 r =0, 要证 p ( S ) 是阀的 -部分，必须 证明饵 D 上每个点到某定点为常数. 
对标准阀，要证明 W 上任-点沿法线方向 JUW 心的距离等于半轻，即 rN =( l /*> N . 设 y 表示 
曲线 


M _ 十 ~ N . 

因为要证明 y 是一个定点 恰 好就是我们期望得到的圆的 H 心. 必须证明 /( s >=o •通过计 

算 nf 得 


yM-pUsy + ^N 1 因为 * 为常败 
= T + -^(- K T + TBy 
- T-T W 为 r =0 

= 0 . 

W 此 y(»> 是常 *P . 同时有 

_-p 卜1十 卜士， 

故 P 是半径为的圆妒5 > 的困心 . _ 

» 习 1 . 3 . 22 证明如果单位速度曲线的任意切线都经过囲定点 p ， 则 p 为 直线 . 提示 t 
存在某个闲数 r(.v), 使得 p=pc s y+r<syp , i s y 



» 1 * 


⑴-广 >(+)'>， &(士) 、((+)，+)'-. 

1.3.24 证明若(+ )，尹0且 (士广 + ((+)'+)* 为常量，则曲线 0 <单位速度>位于球 

面上 • 

1.3.25 计算下面曲线的曲率和 挠率： 

a(t) = (a cos*(/) t o sin(/)cos(f)»a sin(l)>. 

然后在同一个坐标系中绘制 a = l 时*的图俅和半径为1、困心位于原点的球面的图俅.并 
且通过计算 

(士)* + (+(士)*17^7) 1 

为常量(它必然是 a (/) 所在球的半径的平方>证明 0 ( u 是球面曲线.注意，必须有||/(*)|=由/山， 
因为〃 ( O 不具有单位速度且这里 1/* 的微分与£相关，而上面的例子是与弧长5相关. 提示： 
可能会用到下一节中的 Maple 方法及公式 • 

1.3.26 求下面球面和注面交线的参数 方程： 

^+y+* r =4a*. Cx-a)* + y* = «*. 

提示： X =acost+ a , ： y =« si 加是柱面的参数方程.将文，： y 代人球面方程解出*，这条曲线就 
是著名的 Viviani 曲线，计算 V.viani 曲线的曲率和挠率 （因 为我们知道此曲线是球面上的曲 
线），并验证以下公式， 

圆 («) + (+( 士 ttIth 卜 4 

最后在 球面上面出该曲线.比较 Viviani 曲线和练习 1.3. 25中的曲线，做个猜想，能证明这个 
猜想吗？仍然会用到下一节的公式或者 Maple . 

鎵习 1.3.27 计算曲线 p ( s > = ^ cos (*>， sin ( s >， 确定曲线 类型. 














考虑伸展线 P(*)=a(0+€5(0, 通常偎定$•〆=<)•我们希望知道在这样一个伸展过程中，孤 
长最初(即当^0 时〉 是怎样变化的.注意 

〆•〆》«，• C ，+ &W +**〆•〆 ， 

因此 i8 的弧长是 e 的函数： 

L,(e) - jVa •«，+ &«，•丨 +e z ^ • ^d*. 

I^( e ) 起始时的变化率为 

^£>1 心“秘，.、 叫 | 

de 1-0 \J 2 y/a - o' + 2 eo r • d 1 + 1 2 S' • d' / | c=0 



二因为 o 为单位速度 
=-ja • Wi 因为 0 = ( a ，.在 >'=«” . 在+ 〆 • f 
— |*N • 6As. 因为由 Frenet 公式' = kN 
如果我们选择的主法向 量）. 那么 l /(0>-=_ J « b . 练习 5. 1.4 中曲面上的曲线 
就是这个例子的推广. 

鎵习 1.3.30 求半径为 r 的圆沿着主法向量方向展开时孤长的初始变化率，这里不需要计 
算. 求圆的曲率从0到2«^(因为此处取的是单位速度 H > 的积分，检证结论. 

1.4 非单位速度曲线 

虽然所有正则曲线原则上能够参数化为单位速度曲线，伹有些曲线(例如椭困曲线>无法得 
到确切的表 达式. 因此，要了解这些曲线的几何性质.必须修正 Frenet 公式，使之可以阐述 
非单位速度曲线的性质. 

设《⑴是任窻一条 曲线， 其速度为 velcAOIsdi / dl . 理论上，我们可以将 *»(«> 变为单位 

速度曲线& 〆 *)>，这样就可以利用铒长参数方程 &«(*>> 来定义 0 (/>的曲率和挠率，而且，切 

向量 《/(*) 的方向和再次参数化后的单位切向量 t ( s > 的方向相同， a ： T (*( o >-«(«)/ u ^ oi . 

也就是说，我们可以用参数化为单位速 K 的曲线的不变量来定义幸单位速度曲线的不变量. 






















= o # 4 - O +^-C-*vT + n/B) 

= c/+ (士) ’W — vT 因为 r = 0 

=( 士 ) ’*V. R 为 o* = V T 

故注意渐屈线的单位切向量 T £ - a ( t) 的法向量 N, 则渐屈线的渐伸线为 
!,(«)= ««)- s(t)Te(l) 

= £(t) - s(t)N(t) 

= a(t) + 丄 N — —N 

ti K 

= cCl). 

这里我们用到渐屈线的弧长 困数力 这是因为 su>=£ I ^ I dn = j'J (士 y| du=i/ K . 
注意在三维空间中也可以定义渐屈线.空间渐屈线的定义为十其中 r 为常量. 

例 1.4.12( 抛物线的平面渐 屈线） 偎定抛物线的参数方程为 0 U> = (l*/(2fl), *>• 
则1>， w=|«l=V<i*+!*/«. 技 7=(1/>/?+« & . oA/S^PF). 由此计算曲丰 



因此 *=aV(« i +f*>' 将其代人 r 的表达式-得最后渐屈 
线的方程为 

£<0= ait) + ~^Nit) 





m 形大致的估计旋转.令丨=[一《/4. 


1.5 曲率和挠率的一些结论 

前面我们已经利用 FreneT 公式探究曲线的几何信息.作为更复杂的例子，考虑一类叫做 
柱形螺线 （cylindrical helices) 的曲线.为了理解这些曲线的定义，先考虑标准蠓线<1(*)_ 


它的第三个坐标为常数，故 T •办 =f( 其中办 =(()• 0, 1)), 因而 C osff»f， 即丁和*，间的 
夹角总是不变. 

归纳这个性质就可以得到柱形螺线 (cylindrical helix) 的定义.称一条单位速度曲线《是柱 
形蟪线，如果存在固定的单位向量《在曲线上使得 ：T*«=cosfi 为定值.实际上，可以推述为 
在 T-B 平面内 T 转动到 《1 的角度.其中转动起始朝向 B, 经过7\ B 间的宜角，向置《的方向 
就是鏢线的 4*(axis>. 判断一条曲线为注面蠓线只需要它的挠率、曲率满足一个简单的关 


定理 1.5.1 假设《满足*>0, JH a 为柱由螺线去且仅 Sr/* 为常教 ■ 

证明不失 一般性 ，偎设 o 有单位速度.再设存在单位向最《使得沾是定值， 













tt 习 1. S .3 当柱面鳔线沒的投影 y 为圆时，则 P 称为明形螺线 ( ci rCu l Br helix ). 证明沒为 













证明曲率为已知函数的平面曲线 p( s> 可以表示为 









格林定理及等周不等式 


*r(W， 且对于任意的《>0, ^⑷二^⑻，其中，表示 n 重 导数. 在实际应用中，闭曲线 
黹用来表示物理系统的周期性轨道 运动. 因为具有周期性，所以可以仅仅分析一个周期进而了 
解系统的运动 状况- 几何上 • 闭曲线及其内部区域的联系是很重 要的， 高斯 -» 内定理就是一 
个例子 • 本节描述平面闭合曲线和内部区域的最基本的联系，这一联系称为等阑不等式.它描 
述了平而简单闭曲线的弧长及它围成的区域面积之间的关系.（所谓简单曲线是指没有自交点 
的曲线〉. 
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QB |(lf + 尝 H 尸 

其中，右边是沿区域究边界 c 的（逆时 针〉 线私分. 

注记 1.< L 3 注意格林定理可以写成不同形式，以不是它的一个等价 形式： 

Jd? - = l pdx + ^ 

本书其他地方 • 将根据不同问^利用格林定理的不同形式. 

例 1.6. 4 (格林定理和面积）设闭曲线成的区域为取 P ~*/2, Q = y /2, 由格林 
定理，得 

K 的面积— JJd . rd 3» = JJ(y + +)<Jxdy =音 1 0*^一 
因此，闭曲线围成的面积可以赢示成某/线积分.当然，这一线积分的计算可以利用曲线的参 
数方程 ^(/) = ( J ( Z )， 〆 /)>• a < t 分 ， 取音 • — — ( jc (*> y < i > — y (« Xr ’(*>> cb . 相同 

的讨论可得到以下等式： W 的面积== l ~ y ^. 



，假设它为单位速度的曲线参数 
f 以可以将它放在两条平行线间. 


e (0). Q = 0 ( s 。〉 处相切（如图 1-23 所示）.同时在两直线间放一 
个对照圆 K ， 圆的半径 r 等予 两平彳7线间距离的一半.利用<*的 
横坐标及纵坐标与之满足闽的关系，对回重新参 数化， 圆的参数 
方程为和)》=讷（山 flO ». 其中且 










=£ y / x f +filds 因为 fl 是单位速度 
-£ 1/9(*) Ids 

= J rds 因为 ^(s) = Ce(s> ， •/〆一x(s)* ) 

= rL . 

由通常的算术几何不等式，有十故 

4 nAc < V . 

这就是等周小等式. 当然， 我们还要考虑等号成立的情形.假设 4»tA c =£/, 往回推箅，所有 
的不等式都成为等式.特别地，等式 

说明&==*•〆，即 L=2ir_r. 面且因为上述积分相等且被积函数都为正，必有 
(Cr •典> ■ (y’ •一 x’>>* = ixy ' — fitx f y = r* 

其中的运算是点积 . R 丨 （： r，I = r . I < y , 一 〆 > I - 1，（: r , 供） • ( y l .- 〆 > ■ 
1(*， AJiky . — X # )| cose , 故 cose = l . 所以炉 =0 且 (_ r ， 炔〉和 ( y ’， 一 x '〉 方向相同或相反. 
考虑向貴的长度可得（: T ， 炔 > = ± r ( y , - X 7 ). 故: c =± ry , = 利用 






只不过我认为将计算机代数系统引人几何是 很有: 


用 Maple 8( 以后就记为 Maple) 是因为我觉得这一系统学起来最简单.如今市场上有一些 
Maple 的介绍，我会参考它的一些命令和程序包（见 [Red93]>. 至于使用 Mathematica 处瑝几 
何问埋的方法.读者可參考 [Gra93]. 

在开始使用 Maple 之前，需要调用基本的程序包才能进人 Maple 編译环境中，它由以下 
命令实现： 

> witbCplots) : vith(LinearAlgabra) : 

这样就可以使 用-些 专门画图和线性代数的计箅丁-具_而处理几何中的向童所需要用到的大 
部分命令也坷以通过输人以下命令加进去 《行 向量各元索间输人竖线，列向量各元累阏输人 
a 号). 

> A :-< a | blc >; fi :-< dlelf >; 

A *= {. a , b , c ] 

B *= [rf,r./] 

线性代数运算 中最有 用的就是点积与叉积 _ 叉积很简单， Maple 在处理点积时稍微麻烦些. 
DotProduct 命令被看成是埃尔米特内积，所以要得到 R •中的点积，必须声明 “conjt 堪 ate = false”. 

> DotProduct CA • B • cosju^te-f alee); 


da4 eb I ft 


Croe8ProductCA ， B); 













> curv : «proc(alpha) 
local alphap,alphapp; 
alpliap：>qaapCdiff .alphas); 
alpliapp ： »aap(diff, alphap.t); 

simplifyCNornCCrossProduct (alph 呼 • alphajpp) ,EucIid 
conjugate 3 ^alse)/Norm(alphap.Euclidean,conjugate- 
symbolic )； 
end: 

> tor:- proc(alpha) 

local alphap,alph»pp,alpHappp; 
alphap : - mapidi.it , alpha,t); 
alpltapp:-Bap(dlff ,alpHap t t) : 
alpHappp ： ^nap(dif f .alfbapp, t); 
simplifyCDotProdttct(CrossProduct(alpHap,a^>Happ) t 
conjugate-faloe)/Norm(CrossProduct(alphap,alphapp 
Euclidean,conjugate-fal8e)"2 f eynbolic) : 


叮用命令 “spacecurve” 绘出 R 3 中的蠓线图.如图 1-24 所示.注意选项 “orientation” 是用来给出 

















曲线的几柯性质 


3]. 8 caliu £- conBtrained , 


> plot([tfitcb[l],vitch[2J 
axee-f rained, color*>red); 

注意，不同于 “ spacecurve ”， 必须用方括号将参数 1 =一括起来 


鎿习 1.7.2 利用下面的参数方程绘制双纽线 〆 =« l cos (2 W (取定 a 以后〉， 

«(<> * ( o ( cosi ) %/ cos (20 < a ( sln /> ^/ cos (2<)). 

参考 Maple Whelp 功能，了解如何使用极坐标皤图. 

我们还可以使用 Maple 程序绘制更复杂的曲线.例如下面的第二段释序就是根据输人的曲 
线类型，输出它的渐开线.第一段程序 给出了 曲线从0到 t 的弧长 • 


> arc : -proc ( alplta ) 
local a ^> hap ; 
alphap ：^ nap ( diff , subs ( t - u , alpha ) t u ) : 
8 inplify(int ( NonnCalplxap , Euclidean , < 

© nd : 


注意， 这段程序要求 “ alpha ” 是以 r 为参数的，且在第一步 t 由伪 变量“ 《"代 養. 最后 • 积分在 
”的意义下的切向量的长度（即速 度）. 就得到用“广表示的 J * 长. 这里有个例子，先定义一个 
单位脚的参数曲线，然后应用 “ arc ” 命令： 


这说明上述单位 ffl 的参败是弧长参败.利用孤长程序，可以写出简单的渐开线程序 ■ 
> involute: -proc (alpha) 

a : -l/Norn(nap(diff.alpba.t)•Euclidean,_ 
map(diff,alpha,t )： 

simplify(alpha-arc(alpha)*a,symbolic) : 


n . conjugate - false )* 


例如，输人输出 如下： 

> involute ( circ )； 

[ cos ( t ) +<sin ⑺， sin ⑺一 tcos ⑴， 0] 

如果希望同时绘制 0] 和它的渐开线，可以分剃为它们创建一个绘图结构 • 然后同时演示, 





如图 1 27所示. 


> iovplot:-spacecurve(convert(involute(cxrc), list)•t«0.• 
2*Pi,color-black) : 

> display(fcircplot, invplot >, sc&ling^cimstrained, axes- 
fraoed,orientation-[-89,0]); 



•llipae:-<a*cos(t)Ib«8in(t)|0>; 


ellipse *=* [acos(() *0] 


rcos 3 «K—ft 2 十 c 2 ) 


注*， Maple 只化简了第一个坐标 • 而不是第二个.事实上，虽然 Maple 不能够同时化简 
两个坐标，但我们可以将第二个坐标化简为 

sirfgXtf-a*) 


由此可得，椭圆的渐屈线是星形线. 

练习 1.7.S 证明悬链线 cosh ⑺）的渐屈线为 (t—cosh ⑴ sinh ⑴， 2cosh(<)), 并绘制 
这条曲线. 







摩镲地〉滑下，无论从曲线的哪里开始，总是花相等的时 3 , 
间到达底端 • 如果摆动一宜符合摆线轨迹，那么它的周期 
就与探轘无 X . 然而，怎样使摆动符合摆线轨迹呢？在此 2S 


) l 3- co «( t )>; 
cycloid «= [ 


cycloid : (t)l. 

: C< + sinCl) ,3 — cos(f )] 
plot([t+8in(t), 3-cos(t),t-0..2*Pi]); 


cycplot：' 


I 3-cosCt), t-0..2*Pi3): 



现假想从上述摆线上释放一条线，线的一端固定在顶端的尖 点上， 线的另一端的运动轨迹 
显然就是摆线的渐伸线. 


cycinv:-involut«(cycloid) ; 


_「 - i*/2cos(/) + 2 — sin ⑺ V2cos«) + 2 + 4sin(+)+ 4sin ( 音 ) co 
L ^2cos<t)+2 

— 3x/2cos(<) + 2 + cos(t)V2cos<«) + 2 + 4sin(y)sin(/)-j 
■/2cos(«) 4 - 2 

读者可以自己动手验证(因为 Maple 的化简不是很到位〉上述表达式给出另一条摆线. 










曲线 的 / L 钶性廣 


然后绘制渐伸线和原始摆线. 

invcycplot : -plot ([. 
lue): 

> display({cycplot, invcycplotj, scal&ng-^constraiiied) : 

图 1-30 说明.如果摆线自身是弹性的，且在摆线上无阻碍运动，那么摆的运动符合摆线 
轨迹.为了设定界限 • 先选择一条轨迹（即特殊摆线），使其成为要求摆线的渐 伸线， 然后取它 
的渐屈线.例如，如果取上述轨迹的渐屈线.利用如下 Maple 程序： 



C/+sin(/). 3 —cos ⑴ • 0] 

可得原始摆线.可是，惠更斯的思想没有解决经度问题， 

对此洋细的叙述请见 [SobS5]. 

现在利用练习 1-5.13, 根据曲率再创建一条平面曲 
线.即使积分公式很难求出，依然可以这祥绘制结果.这 
个练习说明平面曲线 p 由其曲串确定如下 * 

fi(s) * (£cos (u))dtt,J'sin(^(u»du), 田 1-30 摆线与渐伸线 

其中沉 根据微积分基本足理，可以将积分转化成微分方程组，进而得到数值 [M 2 
解，并绘制其图侔.方程组为 

孪=*< 5 >, ^ = 


= sin(D). 


结果为特定曲率的单位速度曲线.作为第一个例子，取<~^.在 Maple 中定义该方程组, 
再用 M ap le 的微分方程组解答器求出数值解 • 关于运算的细节，键人， dsolvf 即知. 
>^eta(8)-[Int(co8(tlieta(u)),u-0. .a) , Int(sin(tlxeta(ii)). 

=[£ cos( W w ) )du , J* sin(eCtt) ) d«] 


Oiuy = 

»y», b )-8 . diffU(s).B)- cos(t:het«(s)). 

sys "- = ^(5> = s, ^T(s) = cosi0is))j ^y(s) = sin (沉 s)) 





方程组的独立形式 的解. 现在可以用 Maple 的 “ odcplot ” 命令画出数值解的图像.如图 1-31 所示. 
面 “ odcplot ” 是以 “ dsolve ” 给出的解和变量作为输人条件绘制图像.以绘制 “!>• J ： ⑴ ]” 为例， 
这里想得到图形的空间描述. 


> scurv : =odeplot(p , Cx(s) ,y(s)] ，- 5. -5, mimpoini：B=200) : 

> di8play(acurv，viev*[-2..2,-2..2])； 


缠习 1-7.7 给出具有单位数度的曲线，使它的曲串 *(*> = 
1 /( 1 +**). 它是什么样的曲线，能否证明？ 

现在编写程序 • 使得只要输人一个曲串，就可以输出该曲率 

对应的曲线.还需要输人关于曲线参数的范围及观察的区域.特 

别地，绘图选项 “ Vicw =[ c .. </, /.. 真 ]” 指示 Maple 只画出 I 轴 
上从 r 到 rf 、 y 轴上从/到《的区域.输人和6告诉 “ odeplot ” 参 
数 4 ‘，是怎样变化的. 



> recreate:-proc(kap,a,b,c,d ， f,g> 
local eys.x.y.p,theta.pl; 

sysz'Hliff (theta(s) ,8)«>kapC8) t diff (x(8) t B)«co8(t：] 
diff(y(s) > 8)=>BiD(theta(s)); 

p:-dsolve({8y8.th®ta(0)-0 t x(0)-0,y(0)*0>.{the«a(i 
y(■)>,type-numeric) : 

pl:«odeploc(p,[x(8),y(8)],a..b,nujq>oinC8-400,thi< 
axee-freuned^ color-red) : 

display (pi ,vieu-[c. .d,f. .g] , seal ing>const rained) 


a i-3i «(*>=-* 的曲线 


»•*(■)» 
m.e88-l, 

























































> vivl:=spacecurve(convert(subs(a=l,viv), list),t=-Pi..Pi, 
color=black) : 

> viv2:=tubeplot(convert(subs(a=l,viv),list), t=-2*Pi..2*Pi, 
radius=0.05,color=black) : 

> sphere:=plot3d([2*cos(u)*cos(v), 2*sin(u)*cos(v), 

2*sin(v)],u=0..2*Pi,v=-Pi/2..Pi/2,shading=XY,lightmodel 
-light2) : * 

> cyl:-plot3d([cos(u)+l,sin(u),v], u-0..2*Pi,v—2..2, 
shading«Z,lightmodel=lightl) : 

现在开始作图.注意我们使用 viv 2 命令是因为 “ tubepbt ” 会让我们觅淸楚地秆到交线，如图 1-39 
所示. 

> display({viv2 , sphere , cyl >,scaling=constrained, 
orientation- [-27,69]); 



检验此标准，只笟以下为常世. 


m 1-39 球和职 I 柱交出的 Viviani 曲线 


> zz:=simplify(l/kk"2+(l/tt~2)* diff(l/kk,t)~2/Norm( 
mapCdiff,viv,t),Euclidean,conjugate=f alse)"2,symbolic); 


zz := 4 a 2 

所以 Viviani 曲线的确是球面曲线. 

练习 1.7.11 验证以下曲线是球面曲线. 

( acos 2 (/)， asin (/) cos (/) , asin (/)). 

练习 1. 3. 15 讨论了 恒进动曲线.选定# c (. v ) = — asin ( fts ) ， 7 -( 5 ) = acos ( fe5 > ,其中 a >0, 6 
均为常世，利用上述绘图 程序. 吋以得到恒进动曲线.总之，在 [ Sco 95] 中，这类曲线的参数 
方程都可以推导出来 • 而且，这样的曲线位于同一个单叶双曲面上（这在本书中多次 提到） ，此 
单叶双曲面的方程是 



更详细的参数方 程为： 


工 2 +y 


曲线的几何性质 
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x(s) = ^ ' ■ --sin(Cc-fc)5) - - : ,\ 、 sm(( C + 6)5) 

2c(c — b) 2c(c~hd) 

y(s) =— ^ + ^ .cos((c —6)5) + c cos((.c + b)s) 

2c(c — 0 ) 2c(.c + 0 ) 


z(s) 


Vc 


sin(fes) 


其中， c = Jc ^ T ¥. 以下程序绘制相应双曲面上的恒进动曲线. 


> constprec:=proc(a,b) 

local c,alpha,al,a2,hyp f pll,pl2; 

c:«8qrt(a~2+b~2); 

al:*c+b; 

a2:»c-b; 

alpha:=*[al/(2*c*a2)*sin(a2*s)-a2/(2*c*al)*Bin(al*e), 
-al/(2*c*a2)*cos(a2*s)+a2/(2%c*al)*cos(al*s), 
a/(b*c)*sin(b*s)]; 

hyp : » C2*b/a"2*cosh(r)*cos(q),2*b/a^2*cosh(r)*8in(q), 
2/a*sinh(r)]; 

pi1:»tub«plot(alpha,8=0..2*Pi,radius=0.01,color=black, 
numpoints*200); 

pl2 : »plot3d(hyp,r»-1..l,q=0.,2*Pi); 

display({pi1,pl2>,scaling=constrained,style=wireframe, 

8hading=XY); 

end: 


取 a = 4, 6 = 3 的恒进动曲线，如图 1-40 所示. 

> constprec(4,3) ; 

练习 1.7.12 绘制 a = 15, 6=8和^=#, 6=#的恒 
进动曲线，猜想仆么时候恒进动曲线是闭曲线？见 [ Sco 95]. 

练习 1.7.13 绘制 a = 15, 6=8和 的恒 

进动曲线的单位 切向薰 ro >( 也就是切标线或切指标 线）. 
用 “ display ” 画出单位球的 T ( 5 ), 猜想这样曲线的尖点总数. 
对球面曲线的切指标线的讨论见 [3 o 〗96]. 



练习 1.7.14 下列程序绘制地球上两点 A ， B 之间的大圆弧并计算两点间的距离（假定地 
球半径为3970英里），给出 A ， B 的经纬度坐标，例如 A = [100, 25], 意为 A 点的经度为 
100,纬度为 25. 取格林威治和英格兰以东为正经度，以西为负，且假设地球表面是球面，参 
数方程为 ( i ? cos ( M ) cos ( v 〉 ， Rsin(u)cosCv) , Rsin(v)), 其中是地球半径. 

解释每行程序.这是对本章用到的向贵积分的一个很好的检测. 


> with(LinearAlgebra) : with(plots) : 

> great_circle:=proc(placel,place2,theta,phi) 

local point1,point2,angle ， A,B ， sphere,cire,alpha,unitep, 
alpl ， alp2; 

A:=map(evalf,[Pi/180^placel[1],Pi/180*placel[2]]); 
B:=map(evalf,[Pi/180*place2[l],Pi/180*place2[2]]); 
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point 1: -<cos(A[1])*cos(A[2])Isin(A[1])*cos(A[2])Isin(A[2])>; 
point2 : =<cosCB[1])*cos(B[2])Isin(B[1])*cos(B[2])Isin(B[2])>; 
angle:=evalf(arccos(DotProduct(point1,point2,conjugate* 
false))); 

print(*Distance is*,3970*angle, f miles*); 

unitcp : =l/sin(angle)*CrossProduct(point1,point2); 

alpl: =ScalaLrMultiply (point 1, cos (t)); 

alp2:=ScalaarMultiply(CrossProduct(unitcp,pointi),sin(t)); 
alpha : =alpl+alp2; 

sphere : =plot3d([cos(u)*cos(v),sin(u)*cos(v),sin(v)],u=0.. 

2*Pi,v=-Pi/2..Pi/2, shading=XY,lightmodel=1ight2,grid= 

[25,19]): 

circ:=tubeplot(convert(alpha,list),t=0..angle,radius=0.01, 
color=navy) : 

display({sphere,circ},scaling=constrained,orientation: 

[theta,phi]); 

_ end: 

68 

l 这里有一些经纬度（同程序中的顺 序）： 克利夫兰（一 81.68, 41.48) ，纽约（一 73.94, 

W 40. 67), 芝加舟 （一 87. 68, 41.84) ，巴黎 （ 2. 30, 48.83), 萸斯科 （ 37. 62 ， 55.75 )，亚特兰大 
(-84.42, 33.76) ，多伦多（一 79.60, 43.67) ，汉城 （ 127.05. 37. 52). 北京（ 116.35 ， 39.90 )， 
悉尼 （ 151. 30 ， -33. 90), 新德里 （ 77.22, 28.90) ，里约热内卢（一 42. 70 ， 一 22.49). 那么， 
从纽约到芡斯科多远？伦敦到巴黎呢？克利夫兰到悉尼呢？如图 1-41 和图 1-42 所示 . 

> great.circle([-73.94,40.67] , [37.62,55.75] , -21,60); 

Distance is t 4680. 73823A * miles 

> great_circle([-81.68,41.48],[151.30,-33.9], -156,75); 

Distance is ,9566. 027530 ,/m7e5 



IS 1-41 纽约到典斯科 


图 1-42 克利夫兰到悉尼 


第 2 章曲 


面 


2.1 引言 

在曰常生活中随处可见曲面的例子，气球、内胎、容器和肥皂泡都是曲面的物理模型.怎 
样才能研究这些实体的几何性质呢？我们必须有坐标才能计算.但是，不要因为这些曲面是 R 3 
中的曲面，就认定它们是3维的.例如，沿母线把一个岡柱面剪开，就可以把它展开平放在桌 
面上，这表明圆柱面实际上是2维的曲面.因此，可以用两个坐标描述它.这给 r 我们描述曲 
面几何性质的一个提示.也就是说，我们将曲面展开成平面部分，根据所要的扭曲和伸长变换 
了解曲面在空间中是如何弯曲的.这个展开提供了坐标，可以用来求曲面微积分以及展开中描 
述曲面形状的各种基于微积分的变茼.就像 Frcnet 公式的微积分能够描述曲线的几何性质一 
样，曲面上的微积分能够描述曲面的几何性质. 

令 D 表示平面 R 2 上的开集，通常 D 是开圆盘或开矩形.令 

x ： D -► R 3 (m»v) (m ， v) ， x 2 (m ， v) ， j: 3 (m ， t;) ) 

表示从 D 到 R 3 的映射，其中 x •是映射 jc 的分量函数 • 通过偏微分可以求 x 在某时刻关于一个 
变簠的 微分. 固定1=%，令《变化，则叫）仅有一个变量，因此是一条曲线，这条曲线 
称为 W - 参数曲线 （“-parameter curve ). 同样地，如果固定 m == w d ， 那么得到参数曲线 
( V-parameter curve ) x ( u 0 , v ). 显然，这两条曲线通过 R 3 中的定点 jc ( m 。 ， v 0 ). 对 x 的坐标函 
数分别作关于变 景“和 I ；的微分，就可以得到 m - 参数曲线和 V 参数曲线的切向童，分别记为 

a/ dx 3 \ 如 tax 1 dx 2 dx 3 \ 

计算这些偏微分在点(叫，功)处的取值，从而得到参数曲线在此点的切向贵或速度向量 aU 。， 幻。） 
和 Kmo , 训 ）（ 如图 2-1 所示）. 

当然，为了得到曲面上点的确切坐标，还 X 要两个条件.首先，映射 X 必须是 1-1 的.亊 
实上，这个条件可以略微放宽，对曲面上特定自相交集成立即可，也就是那些给出单一法向景 
的自相交集.其次是，映射 X 不能使参数曲线“卷曲”在一起，以至于 ; c „ 和心方向相同，如果 
如此，就失去了 2维的意义，而这恰恰是 
要描述的曲面的特性.第一个条件很容 
易满足，只要通过简单的代数方法或强 
制地缩小 D 的范围即可.如何才能使得 
向最 A 和 A 处处线性无关，从而保证第 
二个性质？下面的练习为我们提供了一 
个简单的验证方法. 

练习 2. L 1 证明和&线性相关 

当且仅当 回想： 如果一个向 图 H 参数曲线及其 切肉董 

































假设 M : r («, 和 TV : yir t s > 是由单个坐标补片定义的两个曲面 . F : M — N 是 M 到 iV 上 

的映射，记为 F ( p )=*, 其中. P eM , ®6 N . 如果 R 1 的开子集的复合映射, 1 - F.* s D ,- D „ 

是光滑 映射， 则称 F 是可微的（或光清 的). 也就是说，通常意义下的偏导数都一定存在且连 

续.当然 • 这些定义可以推广到由多个坐标补片覆盖的曲面上.只需要求所有的复合映射都是 
光滑的 即可. 以后可以看到曲面的映射相当复杂.当然，也可以用线性代数的方法给出映射的 
线性通近.在给出坐标补片的例子之前 • 介绍》后一个预备概念，这个概念在以后的证明中大 
有 用处. 如果 M 闭且有界.则称 M 是 R 3 的紧 ( compact ) 曲面.有界的童义很淸楚， M 有界也就 
是说 M 完全包含在 R 2 的足够大的球面中-对于 R 2 中的任意收敛序列 x .— ig , 其中: r ,€ M , 均有 
则称子集 M 是闭的 • 下面将分别给出紧曲面和非紧曲面的例子.下面是关于紧性的最 
重要的命题. 

命题 2.1.4 关于紧性有下面的性质： 

(1>如果 F 是紧曲面 M 到曲面 N 的 I * 射， 《 F ( M ) 在/ V 中紧 • 

(2>如果 M 紧./: 是光滑 映射， 則/可以在 M 的某点上馭到最大最 小值. 

曲面上坐标补片（或参数化）的例子 

例2.|.5(蒙日片） 双变最 实值函数*，^；!：， j ») 是 R 3 中的曲面.为了说明这点，定义坐 
标朴片 

= ( u , v ， ftu ， v 、 i ， 

其中《， V 遡历/的定义域.所以毛=( 1 ， 0 , x . = ( o . 1 . |£).为方便起见 • 以下分 
别用 

来表示《导数•由 

I…I 

Jt . X X . = 1 0 1) ^0 

|o 1 /.| 

可知坐标补片是正_的. 

以抛物为例，此淮紧曲面的蒙日片（如图 2-2 所示，并且比较图2-3>由 
x ( u , v ) = ( u , v , u z + w 1 ) 

给出. 

鎵习 2.1.6 此抛物面在《。=0,科= 0处的畚数曲线是什么？ 

鲦习 2.1.7 给出圆锥囱■的坐标补片，这里有问题吗？ 

鎵习 2.1.8 给出（部 分) 单位球面分+必十* 1 —1的蒙日片.为什么此蒙日片不能定义在 
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m 2 - 2 象日片 


图 2-3 (非蒙口>抛物面 


例 2. 1.9( 地面坐标） M 是半径为 K 的球面（方便起见假设中心是（0, 0, 0))，地面坐标 
由两个角以及半径（此例固定为 /?) 构成. 从原点(0, 0, 0) 到离原点距离为 只的点 両一条线段， 
参数 r 表示从这条线段到 xy 平面的角度（弧度），取值范围为一 ir /2< t ;<7 r /2. 如果把这条线 
段投影到工: y 平而上，则《表示投影与正 z 轴的夹角，其取值范围为 0< m <2 tt . 如图 2-4 所 
示. 考虑图 2-5 中的三 角形. 可得点的: r ：^ 坐标为 

(.Rcosucosv*Rsinucoav,Rsinv) = jc ( m ， v )， 

那么 


x u = (. — RsinucosvtRcosucosv^O) * 


73 

1 

76 


x v = ( 一 Rcosusinvt — Rsinus'mz>,'Rcosv'). 


进一步，汁算它们的叉积 


x u X x v = ( R z cosmcos 2 VtR 2 s \ nwcos 2 v « R 2 sinvcost ;) . 

其中.在第三个坐标中，用到 sin 2 w + cos 2 m = 1. 注意丨 X jc ，, 丨= jR 2 cosv . 从现在开始，用 
S 2 (/?) 表示中心在原点，半径为尺的 球而； S 2 表示中心在原点，半径为 1 的球面.注意球面是 
紧的. 



m 2 - 4 地而十标 


图 2-5 投影三角形 


曲 


面 


51 


例 2.1. HK 旋转曲面）设 C 是 ： r：y 平面上的曲线.其参数方程为 《(«) = ( 只 U )， hU ), 0). 
沿 * r 轴旋转曲线 C ( 如图 2-6 所示），可以由以下方法得到曲面上点 p 的坐标.因为曲线是沿着 : c 
轴旋转，故工坐标依然是曲线本身的坐标.以 p 表本离开: r ： y 平面的旋转角度，则: y 坐标缩小到 
ycosv = h (. u ) co ^ v , 同时 z 坐标增加到 ZKUsim ；， 如图 2-7 所示.因此，坐标补片可以定义为 
x(u^v) = (^( m ) t hiu)cosv t hiu)sinv). 



阁 2-6 旋转曲面 


如果绕不同的轴旋转，则所得的坐标是上面所得 k 

坐标的一种 置换. 例如， xs : 平面上的参数曲线 

(/»(“>，0, 〆 《)〉沿2轴旋转所得到的旋转曲面 /|(M)$jn(zj) 

为 （ A ( k ) cosv ， hiu ) s \ nv t g ( u )). 

练习 2.1. U 验证 

X - X = /!( 盖 ，一 兼 cost ;, — ^ sinr ; j . h ( u ) cos ( v ) 

为什么对任意的《.\，均阁 2 _ 7 旋转三角形的曲面 

一般来说， #(«) 表示沿旋转轴的长度，而表示到旋转轴的距离.当然最好的情形是 
g ( M )== “的时候，此时根据参数我们很容易确定点在曲面上的位置. 

练习 2. 1. 12给出悬链线 ：y = COS h (: r ) 沿 *r 轴旋转所得的悬链面的坐标补片，如图 2-8 
所示. 

练习 2.1.13( 环面）考虑图2 9中的环面.沿 z 轴旋转半径为 r 的圆周，证明这个补片为 
x(utv) = ((/? + rcosw)cost；，（/? + rcosM)sint; ， /-sinM). 
w ， d 如何变化？注意环面是紧的. 








例 2. 1.14( 蜾旋面）取螺线 cr (“ ） = ( acosa ， asinM , bu ) > ffl 
(acoswt asinu ，6 w ) 的直线.由这条旋转上升的线扫出的曲面就是 
蝶 旋而.这条线的参数方程是(0，0, 6 w )+ t ；( acosM , flsini /，0) .故 
蜾旋面（如图 2-10 所示）的坐标补片为 

xiu^v) = (avcosM ,at;sinM » 6 m ). 

练习 2. 1.15 验证 U „ Xjc t | 爹 0, 迸而说明 x 是坐标补片. 

练习 2. 1. 16( Enneper 曲面）定义曲面为 

x ( u ^ v ) = ( I /一^ • + wy 2 , v — y+W — v 2 ). 

证明这样定义的是一个正则坐标补片（如图 2-11 所示），且 
m 2 + t ; 2 <3 时， Enneper 曲而没有自交集. 提示： 利用极坐标 w = 

rcos 0， v = rsinff , 证明等式工 2 + 3 ^+冬 2 ：?.=各. 〆 （3+ 〆 ) 2 成立，其 


中; r ， jy ， zSEnnepci ■曲面的坐标函数.再由这个等式说明映射 

在 （ w ， 仍平面上以（0, 0) 为中心的不同的圆上是单射.圾后，在圆 m z + i ; 2 ==3 找到两个点，而 
这两个点映到曲面上的同一点. ^ 

曲而是 直纹面 （ ruled )， 如果它有参数方程 

其中仏 6是曲线.也就是说，整个曲面被这个坐^ | | 

标补片播盖，这个米标补片由从曲线一）出发沿 

准线 （ directrix) ， 以 5 (“） 为方向向 lit 的直线称为母 ® 2-n Enneper ffiffi 

线 （ ruling). 曲而为双 直纹面 （doubly ruled) ， 如果 

它有两个不同的直纹坐标补片■«(«， tO =^ S ( m )+ v $( m ) 和 _ y ( M ， v) =a(u) ^hvy(u). 直纹面上可 
能存在点满足 x K Xx v =/3 / (u)Xa(u)~hvS / (u)XS(u)=0. 练习 2. 1.24 表明有办法处理这样的 
点.下面是两个著名的直纹曲面的例子. 

例 2. 1.17( 锥面） x(u. v) = p+vS(u), 其中 p 是固定点. 

例 2. 1.18( 岡柱面） x(u, v)=fi(u)-hvg, 其屮是固定方向向 M. 


练习 2. 1.19 找出标准锥面 z = W + y 和标准 ㈢ 柱面 o- 2 +y = 1的形如例 2. 1.17 和 
例 2. 1. 18的直纹坐标补片.这也解释了为什么上面给出的坐标补片被称为锥面和岡柱面. 

练习 2.1.20 址明马鞍囱（ saddle surface > 2 ：= 13 ;为双直纹囱，如图 2-12 所示. 

练习 2. 1.21 证明螺旋面为直纹面. 

练习 2. 1. 22单叶双曲面（如图 2-13 所示） 





其参数方程为 


x ( u , v ) = ( acoshucosvtAcoshusinv , csi nhw ). 



曲 


面 
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阁 2-12 马鞍而 阁 2-13 単叶双曲而 


但是它不是直纹坐标补片.对这个曲而可以找到两个（相关）直纹坐标补片 • 即证明它是双 
直纹而.提示：一条准线为 /3( M ) = ( acosw ， ftsinw , 0). 令抓“〉= 〆 （“）+ (0，0， c ). 因为它 
们是莨纹曲，所以隼叶双曲面在 X 程上是很有 用的. 例如，核反应冷却塔的外形就是单叶双曲 
面，因为这样可以沿它的母线建造一条笔直的梁（见 [ Whi 84]). 此时塔上的压力小（即无内部 
弯曲）旦易于 建造. 那么其他什么地方也使用了这一形状呢？观察海贝型轱背柳条椅基面的结 
构，你注意到什么了吗？为什么？ 

练习 2. 1.23 证明单叶双曲面的另一坐标补片是 

, 、 / U 一 V . \ UV UV 一 1 \ 

特别地，取 fl =6== c = i ， 相应的曲线是 p + y —2 2 = i . 这一坐标补片上的参数曲线是什 
么样的？将它们和上个练习中含有母线的坐标补片屮的曲线作一比较. 

练习 2. 1.24 假设 M : x ( u , 为直纹面，其中 1/1=1, \ d \= l , 且 5' 关0， 

则是柱面.证明 M 存在形如 jKw ， u ；) = yU )+ T ^( M ) 的参数方程，其中 /•〆 = ()•注意 
y 未必是单位速度的，形如 y 的曲线称为 M 的严格线.证明 M 上满足 x M Xx „ = 0 的点必在严 
格 线上. 提示：记 y ( M >=/9( K )+ r ( w >5( w ). 利用/ • 5 / = 0，得到 r ( w ). 令 一 r ( M ). 

练习 2.1.25 求蜾旋面和单叶双曲面的严格线.对于单叶双曲面，为方便起见，假设 u = 
b = c = 1. 

练习 2. 1.26 假设 M : xiu . t ;)=^( M )+ i ；5 U ) 为直纹面，证明 M 存在形如夕（《， vu ) = 
e ( M )+ w5 ( M ) 的参数方程，其中 £' • 5=0. 提示：记 e ( M ) = j 8( M )+. s ( M )5( M ) ，利用 e ' • 5=0， 
得到 〆 w ). 答案可能为积分形式.我们将利用这一结果证明稍后的卡塔兰定理.找出柱面 
JtU ， 仍=珥幻+岬一个这样的#数 方程. pi 

本节坐标补片的定义为我们提供了丰富的例子，我们可以在这呰曲面上验证曲率的概念 ^ 

oo 

(及它在儿何上的作用）.但是在进一步讨论之前，必须注意下面几个 m 要问题. 

(1) 坐标补片可能漏掉曲面上的一个或一系列点.这一缺陷意味着我们通常定义的特殊的 
单个坐标补片并不能完全定义整个曲面.通常情况下，潘要多个坐标补片獲盖整个曲面.以我 
们定义的球面的张标补片为例，南北极就不在坐标补片上. 

(2) 苒他简单的验证条件也能给出曲面.例如，给出水平点集 KU ，： y ， Z )= c , 则由隐 




然而问题是使用什么类型的线性空间退近曲 而呢？ 正如在单变置微积分中用切线来 通近曲 
线上的点，同样地吋以用切平面 T ,( M > 通近平面 M 上的点 p 的邻域.平面是由向 fi 组 成的， 
那么一个很自然的想法躭是 T ，( M ) 由 M 上曲线的速度向量组成. 

正式地称向最 7 VCM ) 与 M 相切 ( tangent ) 于点，如果％是 M 上某曲线的速度向量. 
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a(t) = Jt,, C M 0 + /A 1, Vo + /A 2 ) 


d (« 0 +/A.i ) 


+ JCt, ( W a + /A I *V 0 + Z 入 2 ) 


d(Do + t \ z ) 

~ d / 


=x u (u 0 + /AI »+/A 2 )Ai 4 - jc v (m 0 4-/Ai t vo + tXz'iXz. 

于是 + XJ 2 . ■ 

怎样利用一个方程判断切平面呢？有一•种方法适合 R 3 中的任意平而.一个平面由点/>和 
平面（在/>点处）的法向傲 』V 决定.取使得 g — />与 7 V 垂茛的任意点心即 A /. ( g _/>)=0 或者 


对于 9 = ( i ，_ y ， 之）， p =( xo ， y 。， 2 0 ) . jV =( a ， 6, f )， 有 

ax by -\r cz — (au 0 4 - by 0 + cz 0 )= 0 


ax by cz -\- d= 0» 

其中 cl =- iaxo ^ by 0 + cz 0 ). 这显然是通常的平面方 
程.事实上.我们已经知道了如何取: T ,( Af ) 的法向撤. 

因为 U u , x v } 是切空间 7%( M ) 的桩，只需找一个和 a , 

A (由此对任意 t ; =1心+义 2 1)都垂直的向 M 即可.这 
个向馕就是叉积 Xjc ,. 因此，如果 x 是曲面满足 
jc («。， 叫）=/)的坐标补片，那么 T ,( iVO 的法向挝（如 
m 2-14 所示）为 

jV = X u iu 0 * V 0 ) X X v ( u 0 fVo ). 

例 2. 2. 2( 双变擞 函数）设 M 是函数 z = / Cr , ： y ) 

的图像.蒙日坐标补片是 x ( M , V ) = ( tt , t ,, /( tt , t ；)), m2 ' H mi 面的法向 it 

且 x " X ：!：„=(—/“， -f vt 1). 如果 /)= U 0 , T ； 0 , /(“ o , Vo )), 则 ？ V ( M 〉 的方程为 
—f u (u 0 ^v 0 )(x — u 0 ) — f v (.u 0t v 0 Hy — v 0 ) + (z — fiu ot v 0 )) = 0. 
例如，如果 2： = j ： 2 + y ，对于/ >= ( j :。 ， y。 ， d + W ) ，有 

一 2 j 。(x — xo ) — 2^ o (^ — ) + (« — (Jo + 〒0, 

化简得 




2x 0 jr + 2y 0 y — z = xl yl. 

特别地，对夕 =(1. 0, 1), 有切线方程 2 :r — 之=】. 

例 2 . 2 . 3 ( 半径为尺的球面）给出球面 jr 2 + y +«： 2 =/? 2 的地面坐标. （ lij 忆法向 M 为 
x u X x v = ( R 2 cosmcos 2 ViR 2 sinMcos 2 v . R 2 sinvcost;). 

(注意是球面上点户的倍数，这说明从原点出发的半径向世在 w /2 角度时到 
达球而）.假设户=(尺，0, 0), 则 M = 0, t ；=0, 那么， J ^ X 从在/>点处即为（尺 2 , 0, 0)， 
T ,( M ) 的方程是 

(R 2 ， 0 ， 0〉 •（_r — R jy,z) = 0 
R 2 x= R 3 


84 
l 

85 


这正是球面在 （ K ， 0 , 0 ) 处的切平面. 


or = 尺 • 


亊实上，我们对切平面方程——刻画了曲面几何性质的法向量并不憋兴趣. 


当沿切向 M 确 
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定的方向移动时.知道法向世方向的变化情况，那么就知道了曲面上沿此方向曲线的弯曲情 
况.这是很重要的.当曲面需要多于一个坐标补片 M 盖时，各个坐标补片的法向童极有可能并 
不相容，细 廿 参考 [ dC 76 p . 102]. 这样的曲线称 为不可定向的 （ nonorientable ). 第一个例子是 
例 2. 2. 4( 默比乌斯带）考虑正则参数曲线 


x ( u ^ v ) 


((2 - t/sin(*) )sinM ， (2 - vsin(y ) )cosm, wcos(y ) ) » 


其中， 0 <i / <2 jt 且 一1< x ;<1. 这个坐标补片去掉了 “ = 0 的区间，故还搖要另外一个坐标补 
片，这个坐标补片可以定义为 >(«：, 万〉： 


((2 — kin (| + y))cos U, — (2 - 5 sin (予 + y ) )sin 5 ’Gcos (— + |)) ， 


这个坐标补片又漏掉了 w =0, 对应于 M = tt /2. 无论怎 
么调整这些坐标补片都有相同的 结论： （ x 的）单位法向 
盘一 定等于它的相反数.默比乌斯带的图像（如图 2-15 
所示）告诉我们，当环绕闭曲线一周时，它的法线是如 
何转向的. 

因为在本书的其他地方少有提及，我们会淡化定向 
的概念.特别地，单个正则坐标补片 x 是可定向的 
(orientable )， 因为它在每点都有确定的 法向量 


(注意，交换 x u ， &的次序，坐标补片每点处的 C 7 都变 
成 _ U ). 这引出了曲面是可定向的一般定义.即如果 
曲面存在光滑的单位法向 M 场，则它是可定向的.除个 



图 2-15 默比乌斯带 


别的例子如 Henneberg 曲面（默比乌斯带是它的一部分）之外，我们所研究的曲面都是可定 
向的. 


现在回到讨论的问题上来，即如何用单位法向 M 的变化描述曲面的几何性质.为了看到怎 
样计算给定方向上的变化，首先来看切向量如何作用于一个函数上.设 gCr , > z ) 是函数， 
aHO , a 3 “）） 是给定的曲线.根据多元微积分的链式法则，有 

_ dg da 1 , Sk da 2 , 3g do 3 

~^c~dF + D-y~dF + T z ~dF 

=is / da 1 da 2 do 3 \ 

— {Sx^dy^z)' (ITU) 

= ▽片 (a ⑴）. ⑴， 

其中， ff )- 取并假定只限定在 MSR 3 上.那冬 g 在 M 上沿 v 
方向是怎样变化的？而 M 上 V 方向本身就意味着曲线^^上户点处的方向，其中 a ' = v . 尺在 ” 



证明莱布尼茨法 M (乘积 法則〉 成立，即对 t » e 7 V ( M )， 有 《[/ k ]« v [/^(/0 + 










初始变化串命名为共 变微商 （covariant derivative ). 这里忽略了一点，即为了取 R 1 上的微商， 
需要 U 定义在开集上，而非简单地定义在 M 上.当然可以通过扩充将 I ；定义在拓广的 M 上. 
只要满足 I ；在 M 上定义相同，延伸部分如何定义没有关系.例如，沿 M 的法向*简单 移动樾 
开 M - 小段.定义 U 的延伸，使得它们在 M 上的定义一致 • 在练习 8. 3. 1中可以看到这个特 
殊延伸 X 关紧要（也将看到更一般的关于共变微商的讨 论). 

\M1 里然这种表达多少有些怪异 • 但只需记住共变微商 R 是把普通的方向导数应用 i | U 的坐 

标函数上，可以表示为 

- 2 ”「《•>" 

事 实上， 定义的是纪上的共变 微商. 要得 ilM 上某一点的共变微商，必须把 R 3 上的共变 









曲由 59 


W - ? { 挪轰营 3 t ) + a £ M]h 

= w 

现在回到单位法向最场 u 的悄形.从 《[•] 的定义看出 

V.u= 5] )1,-oft 

其中 《(0>= p , fl '(0>=». 注意如果 17(0 是沿曲线 o ( l > 定 义的， 对每个坐标用链式法聃，可以 
写成 l ；,=- dU / d «= V v < ,, l 7. 由上述讨论 知道， 告诉我们在》方向 M 是如何弯曲的.也就是 
说》%.>!；确定了曲线的形状.因而定义 

S,(i»> =~\7JU 

为 M 在 p 点的形状算子 (shape operetoiK 或外 恩加膝映射) • S , 定义中的负号是个简单约定， 



有矩阵形式(以下我们将讨论 h 且诸如行列式、迹、特征值这些标准的不变量都有着深刻的几 
何 意义. 因此形状算子是我们研究嵌人 R s 中的曲而的几何性质的所有 T _ 具中最基本的 • 


练习 2.2.12 ( M 是妒中的平面> 已知•是常置.因为是常量，所以，对任意 



















的肜状冥于茌 S 上的作用是 SOr,) — 一 S(x„) = 0. 因此，在《-方向囲柱类似球而，在 

V方向类似 平面. 显然，直觉上这是完全正确的，为什么呢？ 

嫌习 2.2.15 对于环面 x(u，t;>=((R+»xosu>cost;, (l?+rcosii)sinv. rsinu). 形状算子 
在基上的作用是 S { x m ) = — x m / r , S<* V )=»C—cos«)/CJ?+rcos«)jr.. 

嫌习2, 2. 16马鞍而的参数方程是 jrU，= w, uv ). 形状算子 S 在给定基 
上的作用为 

su - > = (1+3W+ 1 二 # 

我们已经看锊，平而的形状算于为 0. 直观上，因为形状算子刻酒了曲而在单位法线I；上的变 
化，所以曲面 M 的形状算于为0意味着 M 是平而.这由下述结论证实.注意形状算子的代数 

条件必能转化成 M 上几何性质的限蒯-个刻凼平而的限制.由于乎而是由点/>和法向最 

U 决定的，那么平而躭是满足 一 p)，U=0 的点 9 的 集合. 

隹理 2. 2. 17 心 葚 ■杯啬 如古 C ~f\ BA A4 A 









2.3 曲面的线性代数 

要得到 s 在曲面 m 上的精确整体描述可能比较困难 • 即使是稍撤复杂一点的例子.而且， 
即使可以得到形状箅子(在基上）的精确表示，也无法给出更多的信息（如上面的马鞍 而). 无论 
如何，根据形状算子的计算可以得到一些 M 的几何性质.因此形状算子的作用并非在于计算， 

而是体现在可以用线性代数的理论来楢述几何性质.和用这一思想 • 可以得到关于形状算于理 

论上的结果-证明过稃中的计算在以后都很有用 • 首先有必要回亿以下线性代数的知识. 

假设 r : 是向最空间V的线性 变换. 给定V的一组基0={為， •“， *„}, HUT 可以 

表示成矩阵 A， 该矩阵用如下方法可以 得到： 首先 • 因为 B 为基，故 T(jr,>= V*,.其次， 
对 f 固定的《可以将，归结为 A 的第•列.这样对每个,做下去得到 A = 矩阵. 

这个矩阵作用在备_(0, •••, 0, 1_, 0, …， 0>(作为列向嫌，用这组基表示 a ) 上得到 0 _ 
(£«“， d•《•>. 这里向最*■和 r(*.> 分别等同于 * ，和 fl 相对于基 B 的系数矩阵 • 注意，不 
论线性変换 T 是否依赖子基的选取 • 表示矩阵 A 依赖于基的选取.若选择V中不同的基，那 

么 T(x.> 表达式中的系数也耽相应变换产生了新的 矩阵. 对线性变换 r, 如果存在非零的向* w 

和实数 A 满足 

T<») = A*». 

此时 A 称为 r 的对应于特征南量 （eigenvector)® 的特征值 （eigenvalue〉. 如果V是 n 维的，且 
存在《个线性无关的特征向量 v,， …，免及与其对应的特征值 A,， …，夂，則在V的此组基下 
T 的矩阵是对角矩阵(相当 简洁》 

「 A, 0 1 


Lo vl 

因此 d «( D = 0 A *， tr ( T >- —般地，矩阵的行列式是它特征值的积，迹是特征值 

的和. 

例 2-3.1 设 T : R *— R 2 是满足 T ( l ，0>=-(4. 3). T <0, 1> = ( — 2， _1> 的线性变换， 
則 T 对基 {(1, 0>, (0, 的矩阵为 

t ： ：：]• 

假设 

[:: LG3GI 


得到 





第 2 拿 


rr —; 2 j[:h:]- 

仅当 tfet(T>= 0 时，矩阵才能把#零向最变为零.令 

-rr 二]-。， 

即 （ 4 —AX-l—A>+ 6 =» 0 , A*— 3 A+ 2 = 0 =(A — l>(A— 2 >， 所以 A = 1 或 ；1 = 2 ,它们就是 T 的 
特 征值. 为求特征向最，将 A 的值代回矩阵方程，得到 

对于 [: - z ] K ] = [ o ] 幼 = 0 或者音…. 

这意味着，对任意形如^=»的向最，都满足 T(t»>=i 7 (因为 A=l>. 如取 ( 2 , 3 >,则 

G & 

练习 2 . 3 . 2 证明另一个特征向*为 （ a , 

练习 2 . 3 . 3 证明若选定 R 2 的一组基为（ 2 , 3 >和 （ 1 , 丨>,那么 T 相对这组基的矩阵为 

[」]• 

最后注意， A,A« = 2 . A,+A, = 3 , 且由原始矩阵计算，它们等于 

Hi :;) = - 4+6 = 2 "I*)=4-l = 3. 

线性变换 r: R z —R 2 称为对称的 （symmetric〉， 如果对任意的 R* 中的 v , h » 有 r(t»> • W= 
vT(» 0 . (当使 用更一般的内积时，这“关系有时也记为 （T(») ■的 = <*• T( W )>.) 

练习 2 . 3.4 

1 - 证明相对于标准正交基，若 2 X 2 矩阵^ 2 表示对称线性变换，则 6 =^：,此时该矩阵 





可知， SU . SOO 功 tx .+ d ^. 如果我们定义 

E = jr. • x., F = at. •*., G = x. • x.i 
I — SU.) • JC., m = S<JC.) - xw = SfJt.,) • n = SC* B ) • x 9f 
脚可得下述 方程： 

l = aE + bF, m = cE + dF t m~aF+bG* n = cF+dG. 

由此解得 a , 6, r , e / 的值（见 i 5 节成手工求解 > 

卜盖 ^ ， dmt W=^ f C= ~~EG~F^ n • ( 231> 

在 2. 5 节我们将用这些公式计算形状算子. 

线性代数应用 TF 微分几何还有刃外的 途径. 铪定个曲而映射 F : M — N , 可以将其导数 
定义为任意切平而上的一个线性变换 Fi : r ,( M )-^ T F ( p } < N ). 对于任一切向量取曲线 




的复合将曲线映射3 N 上，那么该曲线和它在 F 中的像分别充满了 p 和 f ( p > 的邻域.为看出 
这个局部映射的几何性质，可以用 N 中像曲线的导败再次作线性通 近. 由定义，像曲线的速 
度向最是 M 中原曲线速度向量的俅. 
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a” • (J= a" • S(c/). ■ 

我们把 a " • U 看成是 M 弯曲的加速度.而且假设《 ft 有单位速度，这样^的大小就不会 
[~991 影响计算 结果. 由此有如 K 定义.对于单位向贵 we IV ( M )， 其在 M - 方向的法曲率 （normal 
curvature ) 

k ( u ) = S p ( u ) • 14. 

设 0 逛单位速度曲线，且 《(0)= p , a / (0)= ii , MIJ 

k ( u ) = S p (. u ) • u 

— SpCa'CO)) • a A (0) 

= a "(0) • U ( p ) 

= kCO ) N ( O ) - U ( p ) 

= ic ( O ) jros ^» 

其中 / V 是曲线 a 的 Frenet 法向 tft ， / c 是 a 的曲率， 0 为 
N (0) 与 L /( p ) 间的夹角（如图 2-16 所示）. 

练习 2.4.2 单位速度曲线《: [ a ， A ] — R 3 的总挠率 

(total torsion ) 为 J \ d /. 证明 R 球面上的闭合曲线总挠率 

是 0. 提示： 利用上述公式々（了)=&«)必，其中对单位速度 
曲线 a , T = a \ 可利用球面形状算子及对 c OS 0 =iV • l ； 

微分. 

当^的法曲率是曲率的倍数时，或许会问是否存在曲 
_ 线 <7使拟它的曲率正好等丁法曲率々（《),回答是肯定的. 

命题 2 . 4. 3 P 表示由 L 7(/>) 和 m (点 p € M ) 决定的平 闲 2-16 法曲率 

面.并令 a 表示 PHM 形成的单位速度曲线且 ( t (0)=/>， 

则灸（《) = 士&(0). 

证明首先证明 (/(0)= m . 因为 m 和 〆 (())是单位切向盘，且 m ， a (0), U (/>) 在一个平面 
上，所以要使 “和 〆 （0) 都在尸上，且都垂直于 LK />), 只能有^(0) = 土11.取参数方程，满足 
a (0) = i /, 这样， a 的法向 MiV ,(0) 垂直于并且因为 a 是平面曲线， N „(0) 
在平面 P 上，所以队（0) = 士17(/>).又0=0或 n 时 cos (?=± l . 因此 / Km ) = 土心 （0). ■ 

那么法曲韦告诉我们什么呢？如果 Ki /)>0, 则法向董 N ,(0) 等于 LKp ) (即 0=0°) 且^弯 
向 LK /0, 故 M 沿 a 的变化也是如此.如果 / Ku )<0 # 则法线 iV B (0) 等于一 U ( p )， …沿^背离 
变化.如果) Ki /)=0, 则这不能说明曲线是直线，因为我们还不淸楚是否对所 
有的/都有 i (/)=0. 这只说明在/>点附近的弯曲率很小. 

因此法曲率的符号告诉我们 M 的弯曲是朝向还是背离给定的法向*方向.注意，可以将法 
向 M 变成 - L /( p )， 这时的符号改变.因此为避免混淆，我们必须对法向 S 作个规定.例如， 
如果曲面“_出一个体积，就总是取向外为法向撤的方向，也就是说，法向 M 方向背离_成的 
体积.如果曲面是一个双变撤函数 x 和: y 的图像，那就取正的 z 坐标方向为法 向撤的 方向. 

法曲率是由平面上单位向#(即半径为1的圆）而来的函数对实数而言.事实上 9 可以 











68 


第 2 章 


NCO )= ((— (« 2 /«') 2 ~ 1)/(1 + (« 2 /«。 2 ),0,0) 

=(―1 .0,0). 

所以 JV (0) = - l /(/；)， 故 々( tt ) = - A (0)， 取 “一” 号.而且因为 （ M 1 ) 2 十（“ 2 ) 2 = 1，所以 

^、 — 1 ^( 0 ) x /( 0)l _ ((« 2 /^) 2 + 1) 1/2 , ,.2 

以） 17 ( 0 )? (1 + W ) 2 ) 3 , 2 -⑷ • 

因此 Mw )，一。 1 ) 2 , 它是负数或 0. 又 *1—(0, K 1 ， W 2 ) 在: yz 平面的单位圆上，当1^=0时， 
max ^(«) =0；当《 1= =1时， min ^( M ) = —1. 相应的几何意义是显 然的： 圆柱 M 在母线方向是 
平的，在准线方向弯离法向量.事实上，这一弯曲可看成是圆，如图 2-17 和图 2-18 所示. 


liirsiiiilBl 

mmimt 

iiliilil 


llllli 

___ 

lllPliii 

iliiiiii 


图 2-17 极大； ^(«)=0； u 1 =0 i 
«=(0, 0， 1> 在母线方向 


图 2-18 极小： K «> = 


在准线的速度向最方向上 


练习 2. 4. 9完成 上例. 

虽然开始是用形状算子定义的，但是法曲率有一个完全几何上的描述.它可以看作是曲面 
和某个特殊平面交线的曲率 • 下面将给出一个联系法曲率几何性质和形状算子线性代数性质的 
基本定理.点称为脐点 （umbilic point ), 如果/>点的主曲率相等（即 h ( / >) .注 

意这表明/>点的法曲率为定值.例如 ♦ 球面上的点都是脐点. 

定理 2. 4. 10 

1. 如果/>6 M 是脐点，则 S p ( M )=^«， 其中 々 = 灸 2. 

2•如果/是非脐点，則有两个 S p 的互相垂直的单位特征向量，且它们对应的特征值 
是 p 点的主曲率. 

证明我们将从另一个方向证明这个定理.考虑形状算子的特征值，并证明它们就是 I 
和々5!.设 Ml 是 S 属于 Ai 的特征向最， S (||, )= A , m ,. 设 m 2 为 Hi 逆时针旋转90°得到的单位切向 
量，即 “2 = UXMi ，则 S ( tt 2 ) :⑽丨 -\~ Ui 2 . 而 *«2=0，故 

S (« 2 )= A 2 m 2 , 其中 6= A z . 于是，《 2 就是我们所构造的垂直于 II ,的形状算子 S 的另一个特征向 
量. 而且 々( M ,)= S ( W ,) • • M ,= Ai ， 所以 L 和 A 2 是 P 点的法曲率. 

注意，如果幻=又 2 =又，则对任意的《, S (* i )= A «, 即 p 为脐点.不失一般性，假设 A 2 < 
Ai . 取单位向量 Mtcosft /,+ sin 彻 2 ，其中0是《和 M , 的夹角.计算 m 的法曲率々（0)，它依赖于 
«和沒. 







kiO) =S(m) - u 


= S(cos<?M) +sin0M : >) • ( cosdu i +sintf« 2 ) 

=( cosOS (m, ) + sinfilS( m 2 )) - ( cosdu ] +sin0w 2 ) 

— cas 2 6S(u i ) • u, + sin0cos 历 （ m ! > • M z sin0cosfilSCM 2 ) • u, 

+ sin z 0S(« 2 ) • m 2 
= cos 2 级 i + sin-^ 2 . 

利用 s * in s fH - cos 2 (?= l 可得灸 （<?〉= Ar + (於一 A , ) siii 2 0. 因为 A 2 < A ” 所以当沒 =0, 即 m 叫时， 

々(0)取最大值.因此 ， ki = k mix (, 6 )= kCu l ')— X l . 

同理可彳!}⑽ ）= ( a ,— A 2 > cosM + A 2 ， 因为 A 2 < A ,, 所以当0=晋，即时， K 0) 取般小 

值，因此 *2 = U 0) = ) = A 」. ■ 

推论 2.4. 11 对于上述 w cosOut + sin ^« 2 ,法曲率由欧拉公式 给出： 
k ( u ) — cos 2 Ok i + sin 2 併 2 . 

2. 5 曲面和 Maple 

本节将讲述如何利用 Maple 由参数方程求形状算子、法曲率及画图.首先开始于 

> with ( LinearAlgebra ) : with ( plots ) : 

先种 Enncpcr 曲曲.在 Maple 中曲面以向 M 形式给出，其分 M 力二元函数. Ennepcr 曲面 

的参数方程为 

> Ennep : =< u - u *'3/3+ u * v "'2| v - v ~3/3+ v *\ T 21 u ~2- v ~2>; 


Ennep : = -^-« 3 4 - uv z ,v - 4 - vu z ♦ « 2 — t ； 2 J 

现在就可以 N 出 Enncpcr 曲面（见阁 2-19 所示 ）. Maple 
的 plot 3 d 命令有多个选项，其部分选项要列人命令中. 
例如， “ S h a ding = Z hiK ，” 是指定某颜色作图，可以选择 
“ XY ”、“ XYZ ” 和 “ Z ” 指定 颜色; 选项 “li g htmodd=lightl” 
控制曲而阁的光照方 向；“ orientation” 可选抒绘图者观 
赛的角度 • 设后“ sea 1 i ng = co ns t rai ned ”改变所绘制的阁 
形宽、 的比例，便于观察. 



(¥1 2-19 Enneper 曲而 


> plot3d(Ennep,u=-2..2,v=-2..2,scaling= constrained,shading 
=zhue,lightmodel=lightl,orientation=[89,54]); 

练习 2 .5. 丨 州练习 2 . 1. 22 和练 d 2. 1.3 给出的参数方程両出单叶双曲线，练习使用不同 
的#数限制和 ㈣ 图选项. 

下面给出计算曲面基本 M 的程序，包括系数 E ， F ， G 、 单位法向量，及系数 Z , 1 
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下面具体汁算几个例子.我们要计算形状算子在被 a 和^下的取值、对应的矩阵（相对 
于这组 基）. 有时包含此矩阵的线性代数的特定的不变 M . 首先验证 i ? 球面上的形状算子就是 
- UR 的倍数. 

> shape(<R*cos(u)*cos(v)|R*sin(u)*cos(v)|R*sin(v)>); 

[Six u ) = — 耷， S(x u ) =~jf] 

再看旋转环面和 Enneper 曲面. 


> shape(<(R+r*cos(u))*cos(v),(R+r*cos(u))*sin(v), 
r*sin(u)>); 




co . s ( m ) jc u 1 
R + rcos(w ) 」 


shape(Ennep); 


S(jc u ) 


S(x v ) 


_ 2 x ^, _ 

1 +2u 2 +2v z + u 4 + 2u 2 V + ， 
2x v 1 


1 + 2« 2 + 2V +u 4 + 2«V + z； 4 J 

练习 2 . 5. 2 指出球面和 Enneper 曲面形状算子的相似之处.提示：参见命题 4. 8. 28和 
练习 4.8. 30. 

现在考虑脚柱曲面 • 注意 S ( x v >=0, 这意味笤 U 沿母线不变.因此，圆柱面是可展 
( developable ) 曲面，见练习 3. 2. 20. 

> cylinder:=<R*cos(u)lR*sin(u)|v >； 

cylinder •-= [尺 cos ( w ) , Ksin ( w ')， v ] 

> shape(cylinder); 


S(x.) =-^,S(x„) = o' 


> plot3d(subs (R=2, cylinder) ,u=0.. 2*Pi, v=0.. 3, shadinpXY 

lightmodel*lightl,grid=[25,10], orientation=[-46,61]); ’ 

以上几个例子中，形状算子矩阵是对角矩阵.这并非一般 
情况，马鞍面就是一个 例子. 对于对角矩阵，它的特征值就是 
对角元，它的行列式为对角元的积.而对于一般 矩阵. 求这些 
M 比较麻烦.但 Maple 做起来总是很简单. 

> shape(<u , v , u*v>) ; 


S(jO 


S(x v ) 


Cl+ w 2 +x, z ) <3 

(1 +« 2 )jc “ 


Cl + v z ) x v 

(1 + « z + T ； Z ) ( VZ, * 


( l + V + V ) ⑽ （1 + V+W3 



图 2-20 圆柱面 


晒 










0.7853981635 


利用 Maple 可以通过输人两条曲线珥《)和5(«)得到直纹面的参数 方程. 以下是具体的程 
序和例子（如图 2-23 及阁 2-24 所 示〉. 

> rule_surf : =proc(beta,delta) 
simplify(beta+v*delta,symbolic); 


m 2-24 作为 ft 纹曲面的马鞍面 
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阁 2-25 螺旋线的切可®曲面及半 


一类特殊的直纹面是切可展曲面 （tangent developable ). 曲线 #«) 的切可展曲面的参数方 
程为 x ( M ， v )=( 3 ( u ) 建立并 uni 出螺旋线（例如 = ( cost <， sinw ， m ) 的切可展曲 

面，如图 2-25 所示，也见练习 3. 2. 22. 

> plot3d(rule_surf(<cos(u)lsin(u)|u>, map(diff,<cos(u)I 
sin(u)|u>,u)),u=0..3.5*Pi,v=-4..4,scaling=constrained,shading 
«XY,lightmodel=light2,orientation* [- 133,73] ， grid*[50,20]); 

> plot3d(rule_surf(<cos(u)Isin(u)|u>,map(diff,<cos(u)I 
sin(u) Iu>,u)) ,u*=0. .3.5*Pi,v=0..4,scaling=constrained,shading 
-XY,lightmodel=light2,orientation-[-133,73],grid*[50,10]); 

> shape(rule_surf(<cos(u)|sin(u)lu>, map(diff,<cos(u)I 
sin(u)|u>,u))); 


111 

\ 

112 


S(xJ =-~^ + ~^,S(jc v ) =0 

L Zif Z7； _ 


> shape_matrix(rule_surf(<cos(u)|sin(u)|u>, 
map(diff,<cos(u)|sin(u)|u>,u))); 


[-i 


0 




0 


> Determinant (Bhape_matrix(rule_snrf( <cos(u)|sin(u)|u>, 
map(diff,<cos(u)|sin(u)|u>,u)))); 


0 


曲 


面 


75 



下面是切可展曲面的例子（如阁 2-27 所示）.苒氽命今展示这条特定的曲线（见图 2-28). 


阁 2-27 球面曲线的切可展曲而 


> display(<cu,spherei>,style=wireframe, scaling* 
constrained, shading=XYZ, 1 i^itmodel=li0it3, 
orientation»[38,43]) : 

> display ({cu, spheral}, 8caIiiig>=con8 trained, 
shading«XYZ > lightiiiodel ! -light3 > orientation*[3d,43]); 


第 3 章曲 率 


3-1 引言 

众所 周知. 形状箅子和主曲宇为我们提供了大量的曲面几何信息，但是我们也知道要铕确 
计算出它们是很困难的，有时候根本不可行.本章我们将介绍曲面两个可计算的“不变量”，由 
线性代数可知.它们和形状箅子密切相关. T 一章我们将考虑这些不变量为我们提供的研究对 


线性变换两个最基本的不变量是它的行列式和迹-由子一点/>处的形状算子就是一个线性 
变换，我们可以用它的行列式和迹定义两个几何量. 

















练习 3.1.10 证明如果 M 是极小的，劂在 Af 上总有 K <0. 提示 s 考察主曲率. 

练习 3.1.11 证明对于 i ? 球面 S 2 ( J ?) 有 K = l / J ?\ 首先考虑 i ? 球面形状算子的行列式. 
然后考虑 J ? 球面的髙斯映射和面积是如何改变的. 


:和 n 公式中的 v 和 w 可以具体指定为*„和*„，由此引出了— 


• :•> 一 (SCx.) « jQ(S(jQ • x«) 

• —(真 •- jO(x. • x.) 


= [(S(x«) • X.HX. - *„) - (SCx.) • jr.)(jr„ - *^) +(*. - jr.)(S(* v ) • x 
一 （*■ • x^XSCjt,.) • x^VZiixu • x.)(x v - jr.) — (x. • *•)(■»«<• *„)) 


注记 3.2 •丨 利用练习 L3.5( 拉格朗日恒 等式) 可知， EG — 尸=|*«><1|*- 
现在不用形状算子 S. 直接由定理 2.3.5 也能得 拜关于 /f 和 H 的基本结果. 

引理 3. 2.2 卜 U • x m ， m=U • x„, n—U • x „. 

练习 3.2.3 证明引理 3. 2* 2 的公式 • 

练习 3 . 2 . 4 假设* U, yU . s) 是同一曲面 M 的两个坐标补片，对厂 I . X («. 

«. ^). *(«， v))t 证明 


/ 几 ~ml = — r 太]*(/而 一 »»J), 


由 〆 “， !/) = «(«, 定义-个新的坐标 补片， 


特别当 *(«. V )是 R 球面的标准参数方程时，结果有何意义？ 
结习 3 .2.«由曲面 M : jcCh , i 0 构造平行曲* Af : 
先证明高斯曲率和平均曲串的公式分别是 
















读者可以验证髙斯曲 
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( g ) 双曲抛物面. 

用曲面 的几何性质解释计算结果，并与前面的计算比较. 提示： 回忆利用练习 1.3.5 得到 
的等式 EG ~ F 2 =\ x u Xx v \ 2 . 

练习 3.2. 19锥面（除 i 顶点）是一个曲面.利用下面两个坐标补片计算标准锥面 z = 
V^ 2 +y 的 K 及 

( a ) x ( w ， v) = (u t V ， %/ m 2 + v 2 )( 蒙日补 片 ）. 

( b ) jc ( w , v ) = v(.cosu * sinut 1)( 直纹补片） • 

练习 3.2.20 直纹面 x ( u , 仍=汛 M >+ 谵 （《) 是可展的，如果它的单位法向量沿母 
线为定值.闵此 LT 不依赖 故 U ，0, 证明直纹面是可展的当且仅-当髙斯曲率为零（实际 
上，不假定“直纹”也有同样结果），见 5.7 节在1：业上的应用. 提示： 关键在于对一个方_ 
向考虑 ( x B • U ) v , 另一个方向考虑 (A • U ) v . 

练习 3.2.21 贳接证明锥面和柱面沿母线街固定的法向揪，因此是可展的. 

练习 3.2.22 除了锥面和柱面之外，较冇代表性的可展曲面的例子是源于切线的切可展曲 
面.给定曲线辦 M ), 它的切可展曲面山参数方程 v )= 

月定义.证明这一曲面确实为可展的.画出螺旋 
线 /9( u ) = ( cos w ， sinu , «) 的切可展 曲面. 如图 3-1 及第2 
車:的阁 2-25 所示. 

练习 3.2.23 设 A 为曲面 M 上单位法向 M 是 L /的 

曲线.证明是 iW 上的曲率线当且仅当由 y ( a ， v )=/3( u ) + 
d ；(«) 定义的曲面为可展的.这里 C /( M ) 表示沿沒的 M 的法 
向 M . 

练习 3.2.24 设 M 是无脐点的可展曲面，且„是”上 
对应于非零主曲韦的单位速度曲率线.证明 a 与每条母线都 
垂 提示： 证明6 •[； = ()，并微分. 

练习 3.2.25 设 a 和 M 分别为练习 3.2.24 中的曲率线 

和可展曲面， M 存在参数方程 f ) = or ( s ) +印 （ s )， 且阁 3 ] 螺旋线的切可展曲面 (一半） 

I 沒(.、)丨=1.证明对某个函数 A (5)， 有 〆 ( s )= A ( s )«’( s ). _ 

练习 3. 2. 26对于 M : z = /( x , y )： 

( a ) 给出这个曲面的蒙日片. 

( b ) 计算 E ， F ， G ， /， r «， 

( c ) 求 K 和 H 的公式 • 

( d ) 回忆/的临界点（叫，抑）是 满足人 U 。， 队）=0的点.临界点（《 0 ， 

队）可能是极大点、极小点或马 鞍点. 二阶导数可以确定临界点究竟是哪种类型的点.步骤如 
下： 首先，计算 ， Vo)f m {uo , %) — (/«v(Mo ， Va )) 2 . 若 D=0, 则无法 确定； 若 D <0, 

(« 0 , 队） 为马 鞍点； 若 D >0, 有两种 悄况： 

(I ) 若 /-•< («。， V O )>0, 则 （ M 。， V 。） 是极小点. 
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( n ) 若九（《。， ％)< o , 则 （的. ％)是极大点. 

(也可以利用二做上述 T . 作 •） 提示： （1) K 与 D 是怎样的关系？ （2) 考虑 K >0, K <0, K = 0. 
(3) 对于上面儿种情形，法向设和主曲率都是什么样的？（ 4 )回忆对单位向撤》， A ( w )= S ( x /) • v . 
如果设是非单位向 ft , 那么取因此 

S ( w ) • K > = ( S ( k »/ | w | ) - w / I w | ) I W I 2 为什么？ 

= kiw /\ w \)\ w \\ 

( 5 ) f uu ( u 0 , v 0 ) = U ( u 0 , V 0 ) • X uu ( u 0 ^ v 0 ) » 其中 （《©， Vo 〉 是临界点. 

3.3 旋转曲面 

我们已经看到曲线绕轴转动可以得到许多有趣的曲面.这些旋转曲面（如图 3-2 所示）有形 
如 jc ( u ， v ) = ( f ^( u ) , h ( u ) cost ;. Zi ( M ) sinv ) ••的坐标补片.曲面上的一条曲线，如果它是由单点 
绕轴旋转而成的，就称它是平行的 （ parallel ) 

(用 tt 表示）.（旋转出的）曲线正好跟原曲线一 
样，就称为子午线 （ meridian ) (用 p 表示〉 .回 
忆 〆 m ) 是沿旋转轴的距离， Mw ) 是平行半径. 

11281 我们有 JC „ = ( 〆 ， h ' cost /, h ! sinv ), 心=(0， 

—/ isinv , hcosv ) x u X x v = ( hh ’, — g ’ hcosv ， 

— g f h sinv ), 因此 

rT _ ih ', — g cosv t — / y ’ sim ;) 

™ w z +* ,z * 

同样二阶偏导数为 =( 〆 ， h u cosv . A " sint »)，= (0, 一 A ’ sinv ， Zi ’ costO ， x t , v = (.0* — hcosv , 

— hsinv ), 因而 

E = g ，2 + h ，z . F = 0, C = h 2 ； 

L — ( 〆 ’ 〆 — h f ， K f ) — 0 h〆 

l 一 , , , _ — I TYX — U y 71 — ? 1 • 

Vg ， z + h ri vV z + Y 2 

M 后计算出高斯曲率为 

hig ，2 + h ，2 y • 

练习 3. 3. 1 证明上述计算结果. 

如果对任意的^原始曲线《(0 = (/?(0, hU ). 0) 满足 〆 （0^0,则 g 严格递增.所以它 
为一一映射.且有可微的反函数 g 1 . 由这个反函数我们可以给出曲线《的另一个参数方程. 
定义 f = h 。只 、可得 

5(w) = a 。欠 ― 1 (m) = (x/f 1 (m) 1 (w) ,0) 

= ( m ， f ( u ) ,0). 

这样我们的计算就简单了 • 例如，髙斯曲率的公式变为 K =— (1 ^ 2)2 .为避免混淆，依然 

记《(«) = («，/»(«)，0 )， K = - rTT ^ r 7 F - T . 

h ( l+/i 2 y 



图 3 - 2 旋转曲面 


例 3. 3. 2( 环面） 


x(utv) — ( ( i ? + rcosu ) cost> » ( i ? + rcosu ) sinz;, rsi nu ) 


cosu 

(R 4 - rcosw)" 


当一吾<«<寻时， cos«>0, 因此在外半环上 


K "〉0. 对于 m = — i ■，有 cosu = 0« 故在 

环顶与环底 k = o . 伋后，对于 ■!<«<_ ，有 

cosw <0, 因此在内半环上 jK <0. 注意在《 = 0 
处即在最外圆上可得 K 的最大值 



阁 3-3 环面 


(R + rY 


当 U = 7 T 时，在最内圆上 K 有最小值 


. riR-rY 

练习 3. 3. 3 验证上述 K 的公式. 

练习 3.3.4 旋转曲面可如上参数化.参数曲线是平行的，参数曲线是子午线.和 
•^方 向的法曲率分别记为 h 和心.通过计箅 S 分別对应于特征值 Z / E , , i / G 的特征向最和 
• r „， 证明^ 1 =//£ 1 和 h == w / G . 这就是说子午线和平行线是曲率线. 提示： Six u ')=ax u +bx v . 
利用 F =0 ，m = 0. 

练习 3.3.5 对一般旋转曲面，证明 

k = ^ . - s ，h，f ’ k - g 
^ ( g 2 + h ，2 y /z， - h ( g ，2 + h ，z ) m * 

并给出 fC 和 H 的公式.在环面上 \ 是什么？对此几何解释是什么？ 

练习 3.3.6 绕 o •轴旋转悬链线 ：y = c C osh(D ， 得到悬链面.证明公式 


ccosh 2 — 


k K =-^, K =- 


能想到另一个极小旋转曲面吗？ 

练习 3.3.7 对下述旋转曲面求 K , 并描述 K >0, K<0, K = 0 的情形. 

( a ) 绕 : c 轴旋转 a ( w ) = («, e~ uZ/2 t 0). 

( b ) 椭圆环面，绕 J 轴旋转椭圆 + # = 

练习 3.3.8 如果曲面由单位速度曲线 a (“）= ( g ( M )， h( u y, 0) 旋转生成，则 （ a ) E = l , 
F =0, G = h z i ( b ) K =- h "/ h . 

例 3.3.9 展示计算技巧的另一个 例子. 我们考虑类似于球面——有常高斯曲率的旋转曲 
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面.这种曲面称为伪球面 （ pseudosphere ) (如图 3 - 5 所示）.而且它是对生成曲线加上限制条件 
生成的.也鱿是说，设《是一条从( 0 , c ) 开始的曲线，且其上任一点的切线到达 _ r 轴时的距离 
恰为 c ， 这意味着 a 必须是递减且平坦的.这样的曲线 a 称为曳物线 （ tractrix ). 在物理上它表 
示船从 ( 0 . c ) 出发.被一条沿 i 轴运动的拖船拖着走的轨迹（如图 3 - 4 所示）. 




m 3-5 伪球面 


记 £*(«) = («，注意 // CO 以及 / r ( M )=“. a '(«) = ( l , / I ’（“）），在 （《, / r ( w )) 处的 
切线方程为 


/(/)== a(u) +to’(M). 

Kf) 的: y 坐标为/!+/；/，故 f = 0 时点在 a (“) 上， f=—W 时 点在： r 轴上.我们希望这条线段 
的长度为 o 故苟 

c = j a(u) - (a(u) - ^ra (u')') j 
= T ^ j | a / ( M )| 

那么 C 2 = f (l+// 2 ) = f+ /» 2 . 解出 y/, 再取一次导数，得 

^ _ _ h ,//_ h ’ c z 

~ = ~Tc 2 -hW 

练习 3.3. 10 证明对于绕 x 轴旋转 a 而得到的旋转曲面，有（ 3 )\ = //八 ( b ) k x = - l / ch ， 
且 （c)K = -l/c 2 . 

注意伪球面的咼斯曲率为常数，但相对 T 球面的止常数曲率伪球面的曲率为负値.对0=1，我 
们拇到的曲面每点的高斯曲申 •都为一 1. 以后我们还会遇到许多这种几何上很内然的曲面. 

练习 3 . 3 . 11 解下述可分离变 M 的微分 方程： 


v’l^F. 

可以用两种方法得到 （ l)M=ln — 1 ^ ^ +-|- —y/\~h z ; (2)/i(m) =sechttN “ = tanhw •对 




曲 
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于（1)，翻转图形，绕 z 轴旋转曳物线，则 （ c = l ) 伪球面位于半径为1的圆 盘上. 如果改用柱 
面坐标 （ r ， 2)，则《变成/!变成 r . 由上述代换 • 我们得到 
z =—y/l — r 1 — ln ( r ) + In(l +\/1 — 〆 ）• 

当然，可用 r = W + y 导出矩形坐标.利用这一公式，再用 Maple 画出伪球面图.对于（2)， 

可得伪球面的坐标补片为 

x(zutv) = (xv 一 tanhrt* « sechit/cosv » sechtrsinv). [TIT 

同样用 Maple 作图 . 比较两个图形 . 提示：对第 - 个用 / ^scostt ； 的三角代换.对第二个用双 } 

曲三角代换 . lik 

伪球面实际上由常曲率和一定的初始条件决定 . 假设旋转曲面 M 有常髙斯曲率 K - 一 1 ， 

其参数方程为 Jf ( M ， v) = (.g(u) , h(u)cosv, h(u)sinv) » 其•中 〆 （ m ) 2 + 〆 （ m ) 2 = 1 ( 即曲线为承 
位速度）.则如我们所见，高斯曲率可化简为 K = 一/所以由常曲率 K = — l 得到一个线 
性微分 方程： 

h f/ = h. 

解这个微分方程很简单.得 

h(u) = Ae" + Be **. 

然后将 /»( u ) 代人单位速度关系式 ^( u ) 2 +//( u ) 2 = l 求解 
总(“），得 

尺 （ w) = ± f \/1 一 (Ac 1 — ■Bc - ’ ） 2 d，. 

Ju 0 

选定 A 和/^ 即可得到岛斯曲率 K = — 1 的曲面，如图 3-6 所示. 

练习 3.3.12 设 A = l，B = 0. 证明这个髙斯曲率 K = -l 
的曲面是 c = l 的伪球而. 提示： 设 e l = sec hzi ;. 

练习 3.3. 13运用相同的方法研究高斯曲率 K = + 1的情 
形.如何选取 A 和13才能得到一个单位球面？见 3. 8节和练 
习 3. 7. 8. 

3.4 高斯曲率公式 

迄今为止，岛斯曲率已经告诉 r 我们许多有关曲面的几何信息，但我们计算 k 时要用到单 
位法向 MLT ， 在保证基木儿何性质不变的时候， R 3 中曲面的 K 可能发生变化.这意昧者可能尚 _ 
斯曲率沖非曲面的几何不 变撤. 下面我们将给出一个 K ■不依赖丁 U 的公式，并证明 K 由 E , F 
和 C ； ——称之为曲面的度妍决定.实际 h .， 虽然还有更一般的公式（见下面的练习3.4.7)，但我 
们只考虑 A = 0 这一情形.也就是 w ， t ;- 参数曲线总是相交为宵角.可以证明 
定理 3.4. 丨高斯曲率仅依赖它的度量 E ， F 和 G . 当 F =0 时，高斯曲率公式为 

K =- 




这里的记号 如下： 




它就可以放在 


fi34l 


平面上-这意味着，圆柱和平面在局部上有相同的几何性质.这进一步从几何上说明圃柱的高 

斯曲率为零 • 这种 K 只与度置相关的性质就是著名的高斯 Egregimn 定理（意为“高斯绝好’’ 

定理). 

这里我们 要指出两点： 第-，这一结果并不是说具有相同高斯曲率的曲面就有相同的几何 
性质.曲而可能有相同的高斯曲率，同时有各自不同的度置决定的基本的不同的几何性质•为 
明确这一点，我们需要等距的 m 念.故给出下而练习 • 

絲习 3.4.2 证明下述两个坐标补片.有相同的高斯曲丰： 

x(titv) = (ucost;*uslnv«i；) f = (ucosv.usinv.lnu). 

练习 5. 5.2 将证明这两个曲面不是等距的. 

第二，定理只对高斯曲率而不对平均曲率 成立. 例如，我们提过的困柱而和平面 • 因为都是高 
斯曲串 K=0, 所以部分几何性质相同，但它们的平均曲串相差 很大. 平面的平均曲率是零， 
而®柱的平均曲率是底而圆曲率的一半.因此，平均曲串不是曲面本身真正的不变置，它依赖 
于曲面存在于 R* 中的方式. 

现在我们回来推导定理 3.4.1 中的公式，计箅过程相当冗长乏味.因此我们仅仅找出向置 
在特定的基下的系数.因为 m=jr„ • 1/且”=‘ • U, 我们需要找出*„和 
I在基为⑺的三维空网中的表达式，令 

=n.x.+n.jr.+/U (因为 = z 等等） 









xJE= K/2E. 


fE^-CJZE. 


m >} J. 4 . 4 BU_tvr» 和 J67T ：： u 

AE 及 0=4(1； . x m )=^, u > JC.+U* X ■计箅 

我们知道混合偏导数与微分顺序无关且相等， 故，一=“, 或*_ -»_=0.这意味着把 
…用这组基表出时 • A 和 U 的系数都为零.我们集中考 Ifel 项.（对它们再次重 

复使用乘积法则 .） 

x 脚- ( 备 ) - ( 夤 ) 々 - +, » u+ttJ - 

用基农示和 U， 得 

*-«■[>_ + [错 -( 备 )。 - - 营 ] *- + []t/ 

Xm 画 (&)/- ^ fif - 4 (為卜 1 ^r„4-m«u + »wt；„ 

‘ = + [—镜 + 傷).+ W _ 客] +[] U . 

因为》_—*„»的*„的系数是零，得到 

。=饞-(§卜絷+镣- 獻-镑 

注意，最后一项除以 E 得 

In-m 1 _ E a G u 1 /£,\ 丄，匕、 -GjG u 

EG 4E*G E\2Gi v iEJG^X^G 


A. 






其中 H 为平均曲率(假设 F 为零) • 这是 Codazzi-Mainardi 方程-当参数方程满足£=仨， F=0 且 
曲而是极小曲而(即只=0>时，这些方程又是什么样的？ 


3.5 曲率的一些结果 


本节我们将得筠高斯和平均曲率的一些几何上的结论.当然所有的讨论都将表明 • 达今为 
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制.回忆 R 3 中的曲面是紧的，如果它是有界 闭的. “有界，’意味着曲面可以被一个足够大的球 
包住；“闭”意味着曲面上任一收敛到 R 3 的点列，实际都收敛到曲面上某点.在下面结论中， 
“紧致性”的假设是为了保证该函数有最大最小值. 

定理 3.5.3 每个紧曲面 MQR 3 上都存在点户，使得 K ( p)>0. 

证明设/: M-R ,定义为 /( / >)= |p| 2 , 这个函数是连续的，（义 M 是紧的）所以/可以 
取得最大煅小值. 令久 是使得/取最大值的点 • /(po)= 

I PolS 则 A» 是 M 上离原点最远的点，若 r=| 扒丨，则 M 

就在半径力 r •的軸，姻3領示. ‘ SV) 


率.证明了这一点也就证明了定理.考虑单位切向量 
T, o (M ), 并取 M 上的曲线 a 满足 o (0)=/)。，£/(())=« .显 
然复合函数/。《仍在 P。 处取最大值（因为 a 在 M 上），所 
以，由通常的微分结论 




0 = 2a(0) • a (0) = 2/>o * w, 

而 《 是 7\ M 的任意单位切向最，所以对任意 《 e 7^ M 都有因此. p 。 是 M 在 p 
处的法向 M . 同样，^(/。 0 ) = 2/ • a / +2 0 . 0 ". 在 f =0 时，有 


= 2 m • « + 2/)0 • a "(0) 

= 2 + 2/> 0 • a 〃(0) 

— 2 ^2 / >o • ar"(0) 

—1 ^/>o • a "(0). 

以下计箅 p 。 点的法曲率.因为/>。//*=外/丨九丨是 M 在 p 。 点的单位法向世，由上面的计算得 

K«) =S(m) • u 
= S(a) - a 
= L / ( po ) • a " 



情形 2: 偲设 p 点处则存在財中，点的一个小开邻域，仍有如果不存 
在*可选取关于/>点的一个递滅的开球序列，并且在球中选取点 c . 满足且 
。.一 P . 则由连续性有 M/0—M/0, 这与煆设相矛盾，所以必然存在这样的邻域.在这一邻 
域里可以选取两个主 方向， 它们在每点都互相垂直（证，略去).由它们确定的坐标补片满足 
X . • x^E, x u • jc *=0. x , • *.=G, 且又因 x* 是主向量.故 


Stx.) ■ k 、 x “ S< jc k ) = k t x v . 

(坐 标补片 * 的存在性的证明可参考 [dC76, p. 185]. >注意 m=S(x_) , • JT.-0. 而且 
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m ht+ ^^ =:±bi ' 一个常败 

注意该情形利用积分因子 Y 得到常数解.如果忽略这些而考虑其他情况（注意上述步驟也许是 
可逆的），我们得到描述有常平均曲率旋转曲面的一般形式的微分方程. 

定理 3.6. 1麥數方程为 x(u，v) = («. A(u)cosv, M«)sinv> 的旋转曲由 M 有常平均曲率 



其中 a. 6为 fr 教. 

这个源于几何的微分方程是由德络奈 (Delaunay) 发现的，也就是说凡有形如上述微分方程 
的几何结构都是有常平均曲率的旋转曲面 • 我们将详细考虑下面一个例子，并通过定理给出它 
的几何特征. 

例 3.6. 2 (楗 圆的旋 轮线） 煆设一个蟾圆沿I轴无滑 
动地滚动，我们考虑椭圖一个焦点的运动轨迹，脚这一轨 

迹是一条旋轮线-条曲线在另一条曲线上滚动时这条 

曲线的一个点形成的 • 考察图 3-8 所示的滚动图形，其中 
F 和 F' 是拥閩的焦点， K 是与 x 轴的 （切》触点. FT 是 F 
的轨迹曲线的 切线. （注意这里用 T 表示一 个点， 同时 T 
OH] 还表示单位切线，不要混淆了 .> 

我们将利用拥0很多熟知的性质 （见 [G«52, Yat74, 图 38 構困在 * 轴上的滚线 
Z W i63]). 设拥岡长轴长为 0 ,短轴长为6, 用拥圆 上给定的点到两焦点的距离和为定值等于 
2a . 特别地， PK+F r K = 2a, 面且拥圆有很好的反射性质，即从一个焦点发出的光线经拥圆 
反射后必经过另一焦点.因为人射角和反射角相等，所以拥圆另一个 
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dr __ y _ 

d > "V4a z y-(y+6 Z ) ! - 

曲而 M 是 R 3 屮浸人的，如果存在映射 /: 使得这个峽射可以不是 1-1 的，但在每 

点必须有 卜1 的微分映射 /.. 虽然第5章将讨论完备性 (completeness) 的概念 • 但这里要提到 
完备曲面的一个性质即它不是某一个更大的曲面的一部分.最后回忆‘‘二次曲线”指的是圆、 
|146]直线、抛物线、椭岡及双曲线屮的某一个.我们已经证明二次曲线的旋轮面是有常平均曲率的 
M 曲面.下面我们将陈述更为£杂的德络奈定理，但不给出证明. 

^ 定理3.6.7(德 洛奈） 一个完备的湲入的有常乎均曲率的旋转曲曲是二次曲线的旋轮®. 

德洛奈关于这一曲面更详细的讨论见 [Eel87, Eel78] (上面讨论的大部分都节选 其中〉 及 
[Eel41]. 关于有常平均曲率的曲面 • 将在第4章中作进一步讨论，可以看到它们来源于变分 
原理（见 [E e 187, Eel78J). 即+严格地说，一个有 H 定体积的曲面，它所取的形状一定是使 
得面积最小.这一结果对物理及生物学都有影晌.特别地，•个形成于两个环(含 终点） 间的肥 
舄泡的里面存有一定量的空气.如采这一空气的 ft 是稳定的， 劂这个 气泡是圆柱，某一种德络 
奈曲面 圆的旋轮面.如果空气的 a 是变化的或环被拉长，则气泡的腰部躭会变窄，产生波 
状体 曲面. D’Arcy Wentworlh Thompson 在 On Growth Form [Tho 92]— 书中讨论了这些类 ffl! 
的试验 • 在该书的第 5 章， Thompson 推述了曲面的张力与压力如何共同决定各种单细胞生物 
的形状. 

3.7 椭圆函数、 Maple 和几何 

许多起源于微分几何的积分都不能用基本函数来计算.不要因为在我们熟悉的基本的微积 
分中不能得到答案，就认为这些积分超出了我们所知的范围 • 在分析这样的积分时，有一个工 
具—— 椭阓函 数特別有用.理解拥阀函数的最简单的方法就是将它们作为通常的三角函数考 
虑-由计算可知 


显然，若 z=sin(m — «/2<r<ir/2)， 剌有 




















LSN(u ( kl) ,JacobiCK(i 
.3*1.8B4074677); 



和 sn(«， 《有相同的网期且 cn(IC(«，*)=0. 通过计算拥画余弦函数何时为零 • 可以 搏到完 
备拥囫积分 fC(*> 的值 • 


例3. 7 .3拥脚的参数方程为 6 cos/), 其中 0<|<2 k , a^b, «长积分为 



其中 e=V[ s — 是椭 W 的离心串.令《=$1|1^ M d«A/l—«*=*, 部么 



由此可见拥脚积分起源于最简单的几何问酾. 

嫌习 3.7.4 双纽线 是拥圆 函数的另一个起源，证明利用参数 


: ( a ( cosi )-/ cos ( 2ty,a( sint )>/ cos (2 f )) 


可以得出双纽线的孤长为 4fl(K(l/^>A/?>. 

我们爾要关于波状体曲面的下述结果（见 [MO03 a ]>. 
命題 3 . 7 .5下述等式成立 ： 0 
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_ 



m 3-11 e = 0.7 的波状体曲而 


shading » XY t lightmodel = light 3) ; 
end : 

> plotund (1.0.7,-79.70); 

> plotund ( l ,0.3,-65,70); 



图 3-12 e=0.3 的波状体曲面 


可用 2. 5 节的 EFG 程序来计算波状体曲面的度 M 系数. 

> EFG ( subs ( kk »2* sqrt ( epsilon ) / ( l + epsilon ) # delau )) ; 


(-e 2 +4eJacobiSN (“,2 - 2e-l)a 2 

l+2e+ e 2 


0, 


—(—e 2 + 4cJacobiSN( u ,2 - 2e - 1) ‘ 


利用椭圆函数之间的关系，可将结果化简为 

E = 4a z dn 2 («) , F = 0, G = “ 2 (1 +e) 2 dn z (M). 

用 Maple 可以计算第二类基本撤和平均曲率.因为 Maple 的输出排版困难，所以我们用 
标准形式写出 2. 5节中 “ lmn ” 程序的结果. 


> lmn ( subs ( kk =2* sqrt ( epsilon ) / (1+ epsilon ) , delau )); 

> 

( 4 adn ( u ’ 2 r ^) cn ( w ， 2 r ^) e ( 2sn ( M ， 2 r ^) 


f l + 2 c + c 2 


usn( u , 2 ^- e ) 2 )/ 


((-l-2 e -e 2 +4 £S n( tt , 2T ^-) ) J1 - sn( u .2 


(1 




































ellpar^[u.v^ + ^ 


习 3.8.1 用下面公式写 Maple 程序，计算离斯曲串 (F=0>: 


^ 3 * 8 * 2 计算螺旋面、 Enneper 曲面、双曲面及下述曲面的高斯曲串和平均曲串： 


用鬨一种顔色着色有相似高斯曲串 的点， 有可能得到曲面髙斯曲串的 图偉. 例如，根据高斯曲 
率，利用选项 “coloraGKaelicoicD” 对螺旋曲面着色. 
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x ( utv ) = (u t vAn \/ u l + 2 u 2 v 2 — 2 u 2 + v * + 2 v 2 + 1)). 

运行下列 Maple 命令，分析该曲面的曲率特性. 

> pair :=< uIvIln (( u ~4+2* u ~2* v ~2-2* u ~2+ v ~4+2* v ~2+ l )~(1/2))>; 

> GK ( pair ); 

> MKCpair ); 

> plot 3 d ( pair , u =-1.5..1.5, v =-1.5..1.5, axes = boxed , shading = xy , 
lightmodel = light 2, grid *[30,30], orientation *[-33,61]); 

> plot 3 d ( GK ( pair ), u =- l .5..1.5, v =-1.5..1.5, axes = boxed ); 

> plot 3 d ( MK ( pair ) , u =- l .5. . 1.5, v =-1.5. . 1.5， axes = bcoced ); 

> plot 3 d ( pair , u =-1.5..1.5, v =-1.5..1.5, scaling = constrained , 
color * GK ( pair ), orientation =[83,147], grid =[30,30]); 

_ > plot 3 d ( pair , u =-1.5..1.5， v =-1.5..1.5, scaling = constrained , 

11631 color = MK ( pair ), orientation =[83,147]. grid *[30,30]); 

有常高斯曲率的旋转曲面是适合 Maple 做的计算撤较少的曲面.在练习 3. 7.8 中，当 △(«) 
满足 A"=—A 吋， 只（《)的积分公式是确定的.显然 / i («) = Acos ( m )+ Bsin ( t /) ,且 

/T(M) = f y/T^^^A^nUT+lScosUy^dt. 

J u 0 

可取 〆 幻 = Jyi - c z sin z ( tt ) d u . 注葱:最后一个表达式只在二次方根有定义时才有意义 • 下而 

Maple 程序 iraj 出了有常的正高斯曲率的图像（如阁3-13、图 3-14 及|?| 3-15 所示）.程序的关键 
是利用 Maple 的 “ dsolve ” 命令解微分方程，该方程对应于 上述/ ?( w ) 的 积分. Maple 用选项 
“ type = numeric ” 丧示解为数值解.选项 “output = listproccdure ” 允许将数值解的值指定力变 M 
“ gu ” 并将其_出.“ plot 3 d ’’命令中的单引号‘ gu ’避免了 Maple 专家们称之为数值解“草率 
估计”. 
















> h:=t->h(t);g:*t->g(t); 

h '= h 
fi i= H 

> surfrev : =[h(u)*cos(v),h(u)*sin(v),g(u)]; 

surf rev •= [/i(m)cos(t/) »^(w)sin(v) »/?(«)] 

利用上面 GK 程序，求高斯曲率. 

> gauss :«=simplify(GK (surf rev)) ; 

(-(^) m + (誓 )( ㈣ )(， 

假定轮廓曲线0 ,以《))是单位速度的，这意味着 =1. 如果 
将这个式子的两端微分，得 

> diff (diff (g(u) ,u)**2+diff (h(u) ,u)"2,u) =diff (1 ,u); 

2 (^)(誓)+ 2 (柴 )( 誓 )=o 

现在我们可以利用刚刚找出的两个关系式化简岛斯曲率，即 

> gaussK : ^simplify(gauss , {diff(g(u),u)*diff(diff(g(u),u),u) 

■ -diff(h(u),u)*diff(diff(h(u),u),u), diffCg(u),u)~2+ 

diff(h(u),u)*2=l»; 

d 2 M “） 

. du* 

gaussK ' = ~~huT 

由此得到 A 斯曲率的表达式(假设轮廓曲线是单位速度的）.令 K=_l, 由下列程序解相应的 






國 


现在改用另一组初始条件. 

> hh 2 : = rhs ( eval ( subs(-(_C 1=1 , _ C 2= l /4>, h _ ans ))) : 

hh2 ：= e u + 《“ ， 

4 

我们有 Au 〉= e u + i ：， 利用单位速度条件得到尺 u ). 

> g _ ans 2 : = rhs ( dsolve ( diff ( g ( u ), u )*2 + diff ( hh 2, u )*2= l , 
g ( u ))[ l ]); 

K ans2 ：= f W — ”(•〉■ _ 化 一 + C1 

J 4 e “ 

> gg 2:= subs (_ Cl =0, g _ ans 2); 


gfi2 : = j 



--曰.知道 AY 2 积分的上下限，将函数代人曲面参数方程就可_出旋转曲面（如图 3-21 所 示〉. 
首先检验什么时候平方根取负值（如阁 3-20 所示）. 


> evalf ( solve (-(4* exp ( u )*'2+4* exp ( u )- l ) ♦ i 4* exp ( u 广 2- 
4* exp ( u )- l )=0)) ; 


0. 1882264063,- 1.574520768 + 3. 1415926541, 

1. 574520768,0. 1882264063 + 3. 1415926541 

> plot (-(4* exp ( u )~2+4* exp ( u )- l ) * (4* exp ( u )~2-4* exp ( u )- l ), 
u =- l .57..0.188); 

这意味着可以用幻 ^2 定义尺以，且积分 KN 是 （一1.574520768, 0. 1882264063). 

> gg 3 : = Int (- l /4* sqrt (-(4* exp ( s )~2 + 4* exp ( s )- l )*(4* exp ( s )"2- 
4* exp (§)- l ))/ exp ( s ), s =- l .5.. u ); 
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> plot 3d (subs ({g (u) *gg3, h (u) -hh2 >, surfrev) f u—1.5. .0.18, 
v=0..2*Pi,style=patch,scaling=constrained, shading=zhue f 
lightmodel=light3,orientation*[36,80]); 
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4. 1引言 

大部分科学都不得不研究构成宇宙现象基础的数学原理.尽管康德似乎夸大这一情形.宣 
称人类是先天的几何学家，但这并没有夸大物理理论是基于几何学的事实.从牛顿在《自然原 
理》一书只给出几何论到爱因斯坦把“万有引力’’表述为四维的时空几何学，再到当今的大统一 
场论的发现，宇宙的根本机理自然都是几何性质的. 

当然在说到大自然力是某些几何结构的结果时我们忽略了一个亊实，那就是我们每天观察 
到的现象也同样依赖于几何.而且我们已经看到核冷却塔采取单叶双曲面是为了避免不必要的 
压力.因此无需惊讶其他类型的结构也同样受几何的影响.亊实上 ， Frei Otto 建筑学派在其 
设计中就广泛采用了极小曲面. 

本章我们将简单介绍极小曲面和常平均曲率曲面.这些曲面不仅在数学上是很有意义的， 
也是科学研究和应用的对象.这章的缺本#考书是 [ OpreOO , Oss 86, Nit 89, DHKW 92, 
FT 91]. 

表面张力是由液体的凝聚力产生的.将液体看成（极性）分子的集合，每个分子之间存在和 
其他力相平衡的吸引力，液体内部深处分子受到各个方向的力是平衡的.但液体表面的分子与 
_ 位于液体内部的少数分子相比，它受到源于液体内部的作用力更强些.所以，这些液体表面的 
分子就被带入液休和液休表面演绎的“ 曲率” 中.因此我们看到液体形如水滴或气泡是因为农面 
张力的作用，它好像一层皮肤将液体凝聚在一起.肥皂泡不会破灭，是因为在某些点上表面张 
力和内部压力抵消厂当然对于肥皂泡的情形，气泡内的大气压力大于外部，最后获得平衡. 
实际上，这场表面张力与内部压力间的战争是以几何上的斡旋（以曲率的形式〉才得以停火. 

1800年左右 ， Thomas Young (他因实现自然光 
波的绕射实验而闻名）和拉普拉斯 （Pierre Simon 
Laplace ) 用下述方法分析了表面张力现象.考虑以 
下图形.取一个无穷小的坐标补片，通过增加内部 
压力使其向外膨胀.注意因为它很小，可以假设它> 

的前面和边界曲线分别是半径为尺 和尽 的圆的一 
部分. 

计算表而膨胀所做的功（用 S 表示）.回忆功等 
于力 X 距离，压力是单位面积上的力.如图 4-1 所 
示，我们得到 

W =F • D 
=p • S • du 
= p • jcy • du. 




但是也可以从另一个途径计算功.那么肥皂泡怎样供功呢？傲如下试舱.取一个 u 形的 
金属丝，并在两端系上细绳(松 弛地) 围成一个环，保持环状将其整个浸人到肥皂水中.现在移 
动环，看看发生: r 什么7细绳被薄层拉伸到金*丝的 顶点. 这意味看泡沫薄层做 t 功. 而这种 \m 
限制细绳和泡沫薄层的就是表面张力.由此可见，总功等 T 表面张力 T (单位长度所受的力>乘 
以而积的改变量 AS . 显然，由图(经过适当的近似），得 

AS = (0 ： + 紅 >(3»+ 办 > —xy* 

I 是半径为/?,的圆的一部分 ， i + 是半径为釦的圆的一部分，且它们有相同的圆心 
角.因此有等式 

Rj -4-Su R,' 

同理 

* + «r = *(l+|t) 

>( D . 

将它们代人 AS, 得 

如果釦很小， 可以忽略最后一项.现在将 AS 的表达式代人功的公 SW=TAS， 且它等于前 
面计算的功.最终有 

^=T^(i + i) 

忐)- 

这就是拉普拉斯-杨方程 • 它表述了表面张力、曲率及薄层内压力之间的基本关系.这一 
等式有着重要的应用，甚至在 K 学领域中.例如肺中的肺泡就服从拉# 拉斯杨 方程.它意味 
着当压力减小时，为了防止空气通道损坏，必须减小肺表 M 张力，而这正是化学表 KD 活性剂在 
肺里而的作用 （见 [ BGII 77, p . 199]). 

拉普拉斯-杨方程是说泡沫或薄膜两边的压力差等于表而张力和—个与泡沫或薄膜形状相 
关的貴的乘积.事实上，注意只需(暗 含的〉 小坐标补片的边界曲线相交成直角(故 S *^ c ： y >. 同 _ 
时注 意+和+是曲 曲垂直方向上的法曲率.但（由练习3,1.6)我们知道2«=1/1?,+1//? 2 —— 

曲面乎均曲率的两倍. 

下面考 虑金屑 丝围成的肥皂薄层，因为这里没有闭合体积，薄膜两边的压力相同，所以 
p =0 且(因为 T 是常数因此，有以下定理. 

定理 4.1.1 每一个肥惠薄膜 都是扱 小曲面的物 a 糢型. 
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ry- — fuuf w f\v . ' ' 

(i + y ! + C ) 2 

H = (1 + ， )/-- + (1 + /! )/ w - 2fj v f uv 
~ 2 (i +，+ yt ) 音 

til H 的表达式得到下面的结果. 


_ 


命题 4. 2. 2 iW 是极小曲面，当且仅当 

/..(!+/!)- 2fJ v f uv + / TO ( 1 + ， ） = 0. 

这个偏微分方程称为极 小曲面 方程.可以给函数/附加代数或几何的限制条件定义不同类 
型的极小曲面. 

练习 4.2.3 假设要求的代数条件为 / Or ， 证明， ff=0 等价于 (l+// 2 ( ： y)) 
g v ( x ) + ( 1 + ^ ( x ) ) h ，/ { y ) =0. 分离变貴及求解得（见 4. 9. 4 节) 


/(一 = 士 〖0 

曲而2=/(1，： V )称为 Scherk 极小曲面，如图 4-3 

所示.注意仅当^ 25 ^：^)时， Scherk 曲面才有定 
cosay 

义.例如，方形区域一 - f < ay <^- 

上的 Scherk 曲面.要了解不同的 Scherk 曲面如何 
连在一起，见 [ OprOO ]. 令人惊奇的是在18肚纪初 
只认识到恐链而和螺旋面是极小曲面. Scherk 曲面 
是另外一个极小曲面的例子，它是 Scherk 在1835 
年发 现的. 它的奇妙之处在于考虑了早期忽略的代 
数条件. 

练习 4 .2.4假设耍求的几何条件为每条水平曲线 /( j ：， ：:为直线，将获得什么类型 
的极小曲面呢？ 提示： _ 

• 一般地，若曲线由隐式 / Cr , : y>=c 给出，则曲韦为 

~~ | v /| 3 - 

>IJ 隐函数定理并写出函数 / O ， 尺 ( J：)>=c 的参数方程 0 (_ r ) = ( jr ， g ( x ), c ) 证明上式. 

于是 



K = - l/l 

(1 +W 

利用 ▽/ • a ，=0 证明 w 通过隐闲数微分求 〆 . 

• 证明 fi=0 ㈡ 九 +/”= 《 |/1+ 尸， | 音 . 

• 此时 K =0( 为什么？）， 故 / n + fyy =0. 

• 证明上述拉普拉斯方程在所给几何约束条件下的解是 
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第二种，<在各处都平行于<5,因此进而 〆 •矿 =0. 而 〆 . 5 =0可推出化=«^.5= 
戌 • S =_0 • d ，， 又因为 / f 和 <5" 平行于 L ，和 Y 垂直于夂所以 

因此曲率叫为常 M . 注意，若该常歎为0,则0为直线，曲面为平而的一部分.现在考虑/?的 
挠率因为，=叫5, / c 为常值，则广所以通常的公式就变为〜= ( /父 5) • 〆 . ■ 

练习 4.2.7 证明 @ = 0. 

从而 q 是常量.回忆有常曲韦和挠率的曲线为®柱螺线 （circular helix ). 在 R 3 中刚性运动的 
意义下，/?可参数化为 

/?(«) = (Acosw , Asinw » B« ) ♦ 

其中 A 2 + B 2 = l . 而且，5平行于 〆 '， d 有单位速度，故各（“ ）= ( cosu ， sin «, 0). 令 A + t = 
v ,则螺旋面的参数方程 x ( m ， v) = (vcosu f vsinu, Bu). 

这样在旋转曲面和直纹面上加上两类 mri 然的几何限制，就引出了 is 世纪的极小 曲面： 
m 链面和蜾旋面. 


练习 4.2.8 ㈣ 出下列 曲面. 证明 Helcat 、 Enneper 、 Scherk 及平面曲率线曲面都是极小 

曲面，并计算它们的高斯曲率.在这里可以使用 Maple , 不过要小心.如果试做 Heneberg 和 
卡塔兰曲面，实际计算之前要保存好工作表. 

• Helcat (如图 4-4 所示).对任意固定的 x(u* v) = (x l (u, v) f x 2 (m, v) , x 3 (u, v)), 
其中 

x' Cutv) = cos ( Osinh ( v > sin (“〉 + sin ( z ) cosh ( v > cos ( M 〉 
x 2 (u,v) —— cos ( f ) sinh ( v > cos (“〉 + sin (/) cosh ( i >) sin («) 


x 3 (u,v) = mcosC/) + vsinC/). 





阐 4-4 从螺旋曲到悬链面的单参数极小曲面族 


_ 
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• Henneherg 曲而（如图 4-5 所示） . x («. v ) = ( x * Cm , v) , x 2 (.u t v ) , x 3 (u, v)) , 減中 

2 . 

x l Cutv) = 2sinh(«)cos(v) — — sinh(3w)cos(3v) 

x 2 (u t v) = 2sinh(«)sin(v) + ■|'sinh(3M)sin(3v) 
jr 3 Cutv) = 2cosh(2«)cos(2t/>. 

• 卡塔兰曲面（如图 4-6 所示 >. 

x(u,v) = (m — sin(M)cosh(v) ，1 — cos(M)cosh(v ) ， 

4sin(«/2)sinh(^/2)). 

• Enneper 曲面（如图 4-7 所示）. 

x(u,v) = (u — m 3 /3 + uv 2 t v — v 3 /3 - vu 2 tu z — v z ). 



图 4-6 卡塔兰曲面 图 4-7 Enneper 曲面 

• Scherk 第五曲面（如图 4-8 所 示〉. 这一曲面经常写成非参数的形式 sinz = sinhxsinhjy ， 
其参数方程为 

.•卜 • 

x ( u , v ) =• CarcsinhCu ) , arcsinh ( v ) , arcsin ( t «;)). 

• 平面曲率线曲面（如图 4-9 所 示〉. 

( cu ± sinucoshv v ± ccosusinhv , , \ 

- . —，. . .. .，士 cos « coshT ；. 

vl — C V 1 — C 2 / 




阌 4-8 Sdurrk 笫五曲面 



m 4-9 乎而曲书线曲面 


4.3 极小化面积 

现在比我们史进一步 r 解 *• 极小”这个词的意义.19世纪中期，比利时物埋学家普拉托 
(Plateau) 提出下述 问题： 给定曲线（'，求以 C 为边界的极小曲面 M. 普拉托对薄膜（例如肥皂 
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薄脱）感兴趣.而这一问题就是在他的物理实验中自然产牛的.下面将看到布圾小面积的曲面 [182 
就是极小曲面.事实上，最终我们认识到对于普拉托问题找解的一般方法就是寻找一个傲小面 ^ 

积的 曲面. 因此，普拉托问题的另一个版本是求以 C 为边界的面积最小的曲而.然而即使面积_ 
M 小的曲面的存在性也不是显然成立的.实际上，普拉托问题最早由 J.Douglas 和 T . Rado 在 
20世纪20年代和20世纪30年代解决（见 [ Dou 31， Rad 71])， 他们证明了以下定理. 

定理 4.3.1 由给定的若尔当曲线生成的曲面中.总存在一个面积最小的圆盘状的极小 
曲面. 

(如果参数的定义域是单位_盘 v ) | 且 边界阀 映射到给定的若尔当 

曲线，则此极小曲面是岡盘状 .） 为证明这一问题，考虑下面练习. 

练习 4.3.2 设 C 是平面上的单位岡.证明下述变形的普 
拉托问题 无解： 找一个敁小面积的曲面，使得它以 C 为边界且经 
过（0, 0, 1). 注意这个问题其实 是问： 曲面具体是什么？岡盘要 
带一颗长钉吗（如图4 10所示）？这（按恰当的面积定义）是我们考 
虑的#拉托问题的一个困难点.当然，从完全“可微’’的观点出发， 

就没有这些问题. 

宥一个 较简单的问题 • 在边界为 C 的曲面中， M 有最小面积 1^1 4-10 带夼长钉的脚盘 
的必要条件是什么？可以通过下面变分法的简化版本得到这个答案. 

假设 M : z = fU , : y ) 是以 C 为边界的最小面积曲而.考虑由 M 略微变形但形式相近的那 
些 曲面： 





其屮 g 是定义在/的定义域上的函数，且绉它乘以一个很小的/加上/时， M 上的点移动了一 
点，但 C 保持不变，即片 le ==0, 其 中&是 /定义域的边界且 /(£>= C , M f 的蒙日补片为 

x'(u,v) = (.UtVt fiutv ) + tg(«,v)). 


直接计算有 


x<|= v /i + yi + / v + 2/(/^ 11 +/ v g v ) + f z (^+^). 
由面积定义可知 M ‘的面积为 


画 


ac/> = J 丄 yr+TT+TTF 2Uf uf r u + TJJTTTgiT gDdudv. 

对 / 傲分， 

^a> = f f - Z^±/^±^+d> - 紘 

假设 Z = z 。 是极小点，则 A '(0)=0. 所以在上述等式中令 t =0, 得 


f f 4 =i=^ dttdv =o- 

J 丄 w + 尸“ + 尸 



ft ;； ; * 

IS， ~^ "'-' "^'■ l '*®"'' '、 ■■ j * t ^ * ”■* 


= JcU +，_ + /t~v/l + /_ + /t)- 0 - 

当然第一个积分也为零，所以最终有 

r r g [/-«( i + yt >+ yu ( i +/ 

J*J« ri 4- f? 4- 


r r g [/-“ ( i + yt > + 九 (i + A > - 2 / 丄 /•»] dljdij = 0 
J 丄 o+jl+A^ 

因为这对所有的 g 都成立（见练习 7.1.5 及下而讨 论〉， 所以只 II 是 
九<1 +/!) +/„<1 +/：> - 2/././„ = 0. 

这是极小曲面方程.因此有下述曲面而积极小的必要条件. 

足理 4.3.4 若 M 面积最小，則 M 为极小 AA . 

«习4.无5设 M 是定义域 DQR * 上的困 « l *=/( x , ： y ) 且以闭合曲线 C 为边界.证明若 
/满足极小曲面方程， 


nBnial 


所以如果原先的边界是两个岡心分別在（一 0.6, 1) 和 (0-6, 1>点垂直手 x 轴的圆，则悬链曲而 
为极小曲面，但不是该边界生成的面积最小的曲面. 提示： 利用 Maple (例如 “ fsolve ” 命令和数 
值积分). 

事实上，更多说明如 F . 设: c 。，一 Jc » 是 jc 轴上的点且是半径为; y 。 的既定圆的圆心. 


若 ^>0. 528( 近似地），则这两个圆盘给出了曲面面积的极小解.这称为 C 


则悬链曲面是极小解，而 Goldschmidt 解是局部极小. 


若 0. 528<^<0. 663( 近似地)则悬链曲面是唯一的局部极小解. 
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• 若= >0 . 663 (近似 地）， 粥不存在连结这两点的悬链曲面.这可从位于两个环间的悬链 
面的肥皂薄层缓慢地拉开使环分离这一实验中看 II . 瀰量可以看到在大约^ = 

0.663 时，悬链面自然地变为两个圆盘-对此问题的一些非正式的讨论见 [fc e 92]» 正 
式的讨论见 [Bli46]. 最后对于 Maple 的分析，见 [OprOO]. 

4.4 常平均曲率 

现在来研究平均曲率为非零常数的锖形.在此之前先给出一个非常优美的公式，也是今后 
研究的基础.设 M 是紧的定向的浸人在 R s 中的曲面，单位法向量平均曲率为 
H. 面积 A==J[|jc_Xx„|ducb . 回忆 M 是浸人的，意味着它允许自身有交点，但在切平面上 H861 
必须是一一的.对子 M 的坐标补片 *(«, 而言，授人要求*-和*„在每点都线性无关.于是 
在曲面上的每点都定义了一个非零法向童 Xx fc . Ennepcr 曲面就是一个授人曲而的例子. 

然后，正如我们在推导极小曲面方程时做的那样，通过 M 上的向置场V扰动 M . 注意这 
里用向量场代替甬数是因为 M 不是定义在某一定义域上的图供. 

JM’ = x(»tv> + tViutv}. 

M ' 的面积为 

A ⑴ duAv 

Xx -I k + Xjr.Hjr. XV.+V.Xjr r ) +0(c 2 )d(idv. 

取对 z 的导数，并计箅在处的值•得 

"⑻ xV v + V m X x^Audv 

. (UXxJ-V. - «/Xjr v ))dttdw. 

练习 4.4.1 设 ( UXjcJ ，Q=V(I7X&), 利用格林定理和 3.1 节形状算子的 
公式，得 

Jf(V v • - (I/Xx v )+V. (2 Hjt.Xx.) iduA v 

=-J c V- (UXx,)dt» + V. O/Xx^di*. 
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故炎和(类似地 W 满足拉普拉斯方程其中 △=$+$)• 所以它们是 漘和函 数-反 
之，若#是 X，： y 的二阶可微的调和 函数， 蜊在同一开集上存在另一个调和函数心使得 /== 
炎+劬为全 纯的. 这样的调和函数# 和必 称为共耗调和 (harmonic conjugates). 从现在开始.为 
方便起见*记号九表示对: r 的偏导数. 

结习 4.6.S 设 #=x* — ：y* •用如下方式找出它的共轭》和 函数. 由柯西-黎曼方程九= 
办，故么对: y 积分得到只含有 x 的由数必，冉利用念=一作确定 甬数. 结果令人侘 异吗？ 

通过什算通#向量的线积分可得复变由数的积分.偎设/=#+#连续， y( rtl [«, 幻 —C 为曲 
线.定义/沿 y 的积分为 

|/ = £/(y ⑺）〆⑺出. 

鏃习 4.6.6 证明 j',/*J^(：r •: y)dr—Wjo^dy+ij^xoOdy+^roOdr ,其中右边的 
积分为实变撒的线积分. 

缠习 4.6.7 假设/是全纯的•且在闭曲线 y 上和其内部连续可导.对练习 4.6.6 中的每 
个积分应用格林定理，证明 — 这就是柯西定理.由此证明全纯由数的积分仅依赖子端 
点而与积分路径的选择无关. 

对我们来说最重要的就是记住 S 积分的微积分綦本定理.即若/是全纯的，蜊 
\f' = fib) -/(a). 

因此许多通常的微积分公式 在复分 析中也成立. 

为广以后的方便，我们考虑复坐标下的坐标补片 v) ， 记*=„ +匕[ = „-&，引人 





磊 = 音 ( 磊 - 4)- h = T(t +i £y 

这种记号的好处在 T 可以很简单地判断 / 是不是全纯的. 

*53 4.6.8 证明/是全纯的当且仅当 ^=0. 

练习4.&9证明 

A/-/-+A. =4(^(|£)). 

4.7 等温坐标 

如 4. 5节所见，要把复分析应用于极小曲面理论，就必须证明极小曲面上等湿坐标的存在 
性.回忆坐标补片 J ：( W ， T 0 是等温的，如果 • JT ^ x * • F —0. 亊实上，所有的 

曲面都存在等温坐标，当然这一证明比下面铪出的（见 O sse rm an [0 ss 86 j ) 极小曲 而的悄 形困难 
很多. 

定理 4 . 7.1 任意极小曲 * 硭存 在等溫 坐标. 

证明固定点选择 R 3 中的坐标系使得 m 是珉点， Af 的切平面7'„1^是^平面， 
且在 m 附近 M 是函数 *=/ Cc , : V 〉的图像.由商以及链式法则，得 

(^) y - (^),—知 - (1 + 尸，〉-2/,/,/” +/”(1 +尸,>] 

(¥), _ (^), =-£rt/«<l +/ , ,>-2/,/ > / v +f„(\ +/!)]. 

其中 tv = y / r + fl +/ l . 通常(且方便〉记/»=人， q = f ” 因为 M 极小，/满足极小曲面方程 
人,（1 十 /：) — 2/,/,/„ +/” （1 十/；> - 0， 

故有一(9卜 =0 和(3}产0-定义 O 平面上的两个向*场 

v =(¥ .的和卜洽 •¥). 

对任意包含在单连通区 M 72 上的闭合曲线 r 应用格林定理，得 

b=f( 魟 -( 年 ) 户 — 0 
\c W (尝) ，办 = 0 - 

因为72内所有闭合曲线的线积分为0,所以 V , w 必然有位势甬数 （见 [ MT 88]>. 即存在广 f 
满足 gr 8 d (^)= V ， g ™ d ( p )= W (港免与共变微商产生温淆.用 “ grad ” 表示梯度).从所考虑的 
坐标来看，这些方程说明灼 =$• 内=^, 声 ==，由 
T ( j :，3>) = Cj +^( J , y ) t y + ^ J , y )) 




1 一贫) :.1 r»+H 

= detJ(T> £2 1 + i+^ rtl+^L 一你 


我们将利用上述计箅证明下面的坐标补片（在上面描述的《1；坐 标下》 
为等温的.首先计算 


i w (i+ty t 7r^ itp ( r fT+ty Mn^ 7 )) 


证明 G= jt v • F=0. 因此，坐标补片 *<«， 是等温的. 

练习 4.7.3 若 M: x ( u , 是等温参数的曲面，证明平均曲串公式可以化简为 ff= 


8 Weierstrass-Enneper 表示 
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^ S = T /<1 ~ S，), ^ = T /<I+g2), ^ = fe - 

«习 4.8*4 证明上述# 满足⑼ l =0. 

«：习 4.8*5 证明 g = 

函数* r 是亚纯的.如果它所有的奇点都是极点.即在每个奇点 々周 围都存在洛朗展开(广义的 
泰勒 展开〉 «(*) = u _^" go) ,+- + ( -^=! < , ) + _«,(*— •其中”为某一有限数，系数由茗 
决定 • 对我们而言，最重要的亚纯函数例子是有 理甬数 《( 幻 =P(Z)G(*)， 其中 (2 是多项 
式.因此，可得 

定9 4.8.6(Weicrstrass-Enncper 表示1>若/是 D 上的全純 A 教， 允龙 銥. /g* 全銥， 

WxU ， i ) = U *(*, *). x *(*. ?). x *(*. ?>> 定义 了一个极小 * i », 其中 
j 1 (*.i) = ReJ/( I — 〆 >d* 

= ReJi/(I + 4r *) d * 

= Re 2 j / gdz . 跟 I 

在看例子之前，需要注意 Wderatrass - Enneper 表示的另一形式.煆设尽是定义域 D 上的 
全纯苗数，则反函数发'也 全纯. 将兑考虑为新的复变 Sr =«. Hij dr = K f dz . 定义 F ( r )_ 

//* • 得 F(r)dr»/d*. 如果用 r 代普用 F<r>dr 代替/,則有以下定理. 

定 9 4.8.7(Weierstrass-Ennepei^#n> 对于任意全銥*教 FX r >, x(z, i) = (x , (*. 5), 

**(*. t), **(*, i>> 定义了一个极小其中 

x l (z,z) = ReJ(l — i^)F(r)dr 
= Re|i(l +i^)F<r)dr 
= Re2jrF(r)dr. 

注意相应地 

*= (-|-<1 -^)F( r ).-|-<1 +T^)F(r),tF(r)). 

这一表示说明任意全纯函数 F ( r > 可以定义一个极小曲而.当然不能苛求任意一个函数都能通 
过复积分给出一个很好的公式.但是我们可以直接从极小曲面的表示中得出很多相关信息.为 
了从表示的角度考察一些标准的极小曲面，首先回忆复分析中的基本 函数. 为此记 *= tt + i „， 

定义 

e* = « M (cosv-hisim>) 和 log(z) = W« l +v* +iarctan^j. 

这里没有精确考察 log 函数的分支，这些技术性的工作并不是我们的 重点. 利用 e * 的定义，可 











I F ( r > 分析极小曲而许多方面的性质时，极小曲面的真值就变 
也可应用_ Weierstrass - Enneper 积分不可计算的曲面上•作 
、曲面的高斯曲串 K . 首先，注意等温参数下的高斯曲率为 


龜(碁(§)+1；(§)) 
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所以分子的第二个 H 子与 G(x(u，tO> 的分母相互抵消，最后有 


G(x(«,v)) = 

根据练习 4.8.S 知，证毕. ■ 

利用 Weierstrass-Enncper 表示 D ,我们看到高斯映射也可等同于复变量 r . 

练习 4 . 8 . 33 /»=x(« c ，队 ：) 是高斯映射 G: M—CU 的的极点，若 G(/0 = oo. 由球极平 
面映射的定义， P 是 G 的极点当且仅当1/(/0 = (0, 0, 1 >, 即北 极点- 要证明这点只黹证明 
U( P y^(o t 0, i> 当且仅当下述 g 的表达式中分母 为零： 



* 习 4.8.34 证明伯恩斯坦 定理： 若极小曲面 M, : y) 是定义在整个 jtjv 平面上 

的曲面，则 JW 是平而.提示：（1>在等温坐标存在性的 ff 明中，如果参数的定义域为整个平 
面，则势函数 p 和 p 也 玎延拓 到整个平面.映射 T 为#平面和平而间的微分网胚 （即 光滑 
的 一一 的到上的映射且有光滑反函數）.所以可以偭设 M 的参数的定义域为整个*^平面，其 
中 a，T； 是等温 坐标； 的法向 量在半球上， 旋转球而得_下半球面的法向», (3) 把 *«； 

平面看作复平而 C, 考虑复合峽射 C — 为什么这个映射是全纯的？想想 
客 | (« 由 ft 分析中的刘维尔定理，定义在整个 ft 平面上的有羿的全 鲔的复 函数为常数. 

4.9 Maple 和极小曲面 




> plot3d(lMlicoid,u«0.. i.^,v«0..6*Pi.sbadlng-zy, 
orientation- [21 ,64].ligtatmod€l-light3.grid-[iO.60]) 

> schsrki:-<u|v|ln(cos(v)/cos(u))>; 

Xherkl *" (語 S )] 


> plot3d(ach«rkt ,u—t. 67. .i.67 t v—1.67. .1.67 ( Bhading-zy, 
lightnod«l-light4.orientation- [6t ,66] .gri 如 [ 20 , 20 ] >: 

> «nn«p«r:_<u-u~3/3*u*v“2I-v+v-3/3-v*u~2|u*2-v*2>j 

enneper 一 •!•《* 十 *«/*• — w 十 — «i* .*** — 

> NK(ennep«r); 

0 

> plot3d(ann«per,u—2.2. .2.2,v—2.2. .2.2.8bftdin£«zlnM, 
scallng-constrainsd,ori«ntation-[94,42 })； 

' ^catagrf:-<u-sAp(u)*coah(v)Il-cos(u)*co8ta(v)l4*sin(u/2)* 

catsurf «= [tt-sin(«>cosh(v) ， l-co8(«)cosh ⑻， 4sin(y)»inh(y)] 

下述命令说明了 Maple 化简能力的局限性.若用分号替换爾号，输出大量式子，不做哪 
怕是最简单的化简 • 无论如何卡塔兰曲面是极小曲面. 

> NK(catsurf)： 

> plot3d(catBurf ,u-0. .4*Pi,v—2.3. .2.3,«caling»conetrain®d, 
t~S 2 1 4 a? lUe，li * ll,:,,lodel " li e ht3 -8 rid -C B0 » 15 ^»orientation- 

下列程序给出了图 4 _ 4 所示的演变过程. “ display ” 命令演示了从鲰旋面到悬链曲面等距变形的 





4.9.2 极小曲面方程 

现在我们来宥利用 Maple 怎样得到极小曲面方程. fe 参数化的蒙日片* 
平均曲率，设分子为 0. 

> f ： -(x,y)->f(x,y); 

/•=/ 

> monge ： -<u|vlf(u,v )>； 

monge *■ [«•”,/(<!,«>] 


> MK(monge)； 


斗(备瓜，叫 
(恙只“•仍 ) (X - 2 (£， 

/( i+ (X 



+ (^/ Cw . v ))(£/(«, V ))* + (备 /(«， v ”十 

这就是极小曲简方程. 

4. 9.3 几何 条件： 旋转极小曲面 

从 Maple 的角度考虑 H - 0 的旋转曲面. 

> h :* t -> h ( t ); 


h*=h 

> 8urfrev ： =<u|h(u)*coB(v) |h(u)*sin(v )>； 











> plot3d([u,func3*cos(v) ,func3*sin(v)] ,u—1 
scaling-constrained,shadlog-zhue,lightnodel* 
grid-C&.25].orientation-[55,35],axes-boxed) : 




4.9.4 代数条件 

在练习 4. 2. 3 中，我们提到，在生成蒙日片的函数上附加一个代数条件生成了 Scherk 第 
—曲面，这个代数条件是 /(：«：• y )-| f ( x )+ li < y ). 这里，利用 Maple 作该练习意 



该函数的极小曲面方程是 


* «= (x ， y> - g(x) -4 - hiy) 



这是一个变最可分离的微分方程，分离《部在左边. U 部在右边. 


> leftside:-diff(g(u) , '$•(u,2))/(14diff(g(u),u)*2)j 
rightsid«：—diffCh(v),*t*(v,2))/(l+diff(hCv).v)-2); 









4. 9.5 Maple 和极小化面积 

利用 Maple 可以両出极小曲面，当然 Maple 有更多的 用处. 首先 Wrierstrass-Emieper 表 
示可编写成 程序. 该程序输人全纯函数(在某个定义域>,输出极小曲面的等坦参数方程.具体 
细节可见 [ OprOO ]， 其中有很多极小曲面的例子，这里不再重复.在这里，只是看一看对于— 
个具体的例子 

然是极小曲面 ■ 但它不是产生最小面积的曲面.这个问题提出了一个面积较小的候选曲面—— 
广义 W 1 柱面，它甚至不是极小曲面.下面用 Maple 解决这个冋题. 





local xtheta,ytheta.ztheta.n.X : 

xtheta :- r*cos(theta)-l/3«r'3*co8(3*thara )； 

ytheta :■ -r*sin(theta)-l/3*r"3*ain(3*th®ta); 

ztheta :- r*'2*co8(2*th«ta) : 

n :■ abs(ytheta); 

X :• [xtheta,ytheta-*-u*n,ztheta]; 


> cyll : - P lor3d(CylExm(1.6) ,viO. .2.th«ta«0..Pi,scaling- 
constrained,grid-[B, 60 ],style-patch )： 

> cyl2:-plot3d(CylEim(l.B).ti—2..0,theta-Pi..2*Pi,scaling- 
coDstrain«d,grid»[5,50].style-patch): 

类似地，保存极坐标形式卜的 Emieper 

..Bcaliqg* 


« 曲面图 . 

> odd : - plot3d<®nnpolar , r-0..1.5.th0ta< 
constrained.grid-[6,50].style-patch) : 

『面描述的若尔当曲线是 

> jorcurve r■aubs Cr=l 


K 二 1. 5 的 Enneper 曲面和上 述钍面 的边界曲线 . 
6l,eiu)polar )： 


0. S033333333cos(W(- 9. 8403 + 9.1 




0. 50333333335in(«(0. 7199 十 9.1204cos*(tf)).4. 5602cos* W) - 2. 2801J 


• 脚出边羿曲线 - 若采用 "spacecurve ” 效果灌 

convert(jorcurve,list),theta«0..2*Pi, 
black )； 


用 “tubeplm” 珐立环绕管道，阃出边界曲线 - 

> bound:-tubeplot(convert(jorcurv 
radius-0.025,color«black) : 

现在我们可以显所相同边界曲线形成的两个曲面，如 H 4-11 和图 4-12 所示 . 


> display ({bound , eim>, scalinig^onstrained, style- 
wireframe .orientation- [154 ， - 106]); 

> display ({bound ,cyll, cyl2}. scalii^constraiiied, 
orientation*tl54,-106]); 
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图 4-11 若尔当曲线围成的 Ermcper 曲面 


图4 12若尔 ，曲 线闱成的柱面 


现在计算面积.柱面面积由下述程序得到 


ytheta 0. 5000000000sin ( 沒 ）（ 0. 75 +9. 00cos 2 ( 沒）、 

> xl:-diff(subs(r*1.5,ennpolar[l]).theta); 
zl ： -diff(subs(r=1.5,ennpolar[3]),theta); 

Jrl : = 0. 5000000000sin (沒 ）（ 一 9. 75 + 9. OOcos* (沒 ）） + 9. 000000000cos 2 Cd)s\n(,a> 
zl ： =—9. 00cos(5)sin«?) 

找们可以估 U 这个柱而面积积分（限定在边界的若尔当曲线上）的数值 . 

> evalf(Int(2*abs(ytheta)*sqrt(xl~2+zl~2),theta=0..Pi)); 

31.66323514 

这就是边界曲线围成的柱囱的面积 . 另一方面，半径为 r 的 Enncper 曲 而如 面积等 
于 7^(1+— + (〆 ） /3 ). 当 r=1.5 时.有 

> evalf(subs(r=l. 5, Pi*r~2*(l+r~2+(r~4)/3))) ; 


34.90113089 

所以虽然 Enncper 曲面是极小曲而，但不是若尔当曲线围成的超:小面积的曲面.当然不用 
Maple 也可以数值计箅出柱面面积.但将计算机代数系统推广到数学、教育、社会正是它的方 
便、与所得结果相比程序的简单和即时珂见的完美视图.下面作为本节的最后一个练习. 

练习 4.9.2 半径为 r 的 Ennepcr 曲面的面积为7^(1+^ + (/)/3).提示 ：利用 4.2 节 
介绍的曲面面积积分. 

练习 4. 9. 3比较半径变化时柱面和 Enneper 曲面的面积. 
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x u ^UXT=-VEGv\ 
jt« •l/XT=v^« / . 

然后，将上述结果代人〜 ( l / XT >, 化简得 g 定理中的公式. ■ 

我们已经见到可将加速度分解为切向董分量和法向童分置 

= k k UXT 和 = ( e * - U ) U . 

当 </ L =0 时，我们看不到加速度.因此，可作如下定义.若*二=0,剿 M 上的单位速度曲线 
a 为测地线- 

謀习 S , L « «(/) 是速度为 v 的非单位速度 曲线， 证明 

十印*17 X T + (« # • 1/)1/. 

提示， （1) 回忆 r = f 且微分/ 得到' • (2) 利用非单位速度曲线的曲率公式， 

证明/ • (f 

曲面的测地线就是我们的几何意义的直线 • 首先注意测地线的一个简单的性质 (也 可从上 
述练习推出）. 

引理 S . 1.7 测地曲线有面定 速度. 

证明 o 的速度^ l « I . 故 因为/ ■ crt， a ” 一 • a'-O. 所以对上式求 
徽分可得 十 〆 -一釦，.^。.因此营= 0 ,故》；为常值. ■ 

同时注意，因为0〃=0,所以 M 上的直线 = 必是测 地线- 当然 • 我们希覦这个 




























ra 此，对于 /?, w 下述长度的 估计： 

Lifi) I 〆 I ds = y/l+Cg^ds >ld5 = *,—*» = L(o). 

这就是说，测地线给出上(某特定区域》两点间的最 ^ 矩离. 

鐮习 S . 1.13 取岡柱面: r *+ y * = l 上的两点（0, 1, ()>• (0, 1,叫）.考虑连结这两个点 
的直线和螺旋测地线.显然螺旋测地线不是这两点间最短的距离，那么在上述讨论中出现了什 
么疏爾呢？ 提示： 曲面不能完全地由单个坐标补片«盖的几何含义. 

5.2 测地线方程和克菜罗关系式 
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练习 5.2. 11 证明微分后两个方程中的任意一个可得到第一个测地线方程.因此在克莱 
罗参数的悄形下，单位速度关系可以取代测地线方程. 

用 /除以 《/，得到克莱罗参数化下适于描述测地线的一个简单积分. 

dv_ v _ G __ + c y/E 

6u ~ 1/7 _ ~ 


吐 


VE 


y/Gy/G^? 


Au . 


练习 S .2.12 假设 <*(0= Jr («(/)， v (/)) 是单位速度测地线，且文是《克莱罗参数方程. 


证明克莱罗关系成立，其中 r 为定值，多是从太„到，的角.因此说明^不能离开曲 
面上的区域. 


练习 5. 2. 13 证明平面的测地线是直线. 
练习 5. 2. 14 设 M : x ( u t v ) = ( ucosv r 
wsint ;, 表示阅锥曲.证明阓锥上的单位速度 
的测地线 CT (/> = J：(M ( O ， V (/)) 由方程 M = 

CSeC t ^?+ D ) 的解决定.当“ 31 ^时，确定 

连结（1，0，1)，（0，〗， 1) 两点的测地线的^和 
D ， 并比较连结这两点的平行圆和测地线的弧长 
(如图 5-4 所示）.提 示： 见 5.6.2 节. 

练习 5.2.1S 图 5 5 显示了由旋转箕舌线得 
到的旋转曲面上的测地线.这些测地线起始吋平 


提示：用极坐标 Jf ( M ， v) — (.ucosvi Msinv). 



图 5-4 圆锥面上的测地线 


行于 “ = f 的平行岡.用克莱罗关系式解释这些测地线. 



罔 5-5 旋转箕 S •面上的渕地线 


在我们开始下述内容之前，从物理的观点研究一下克莱罗关系式.考虑 M 和一个被约束 
在 M 上移动的粒子，不受其他外力 作用. 机械学中的达朗贝尔原理（见 [ Arn 78]) 表明约束力 F 



















上什么样的平行圆是拥地线？ 


考虑下述 i 


形： cosh « 0 an^j coshitosin ^,, =c= 1 1 coshtiosinA ) =^(>-1. 

练习 S .2.20 确定单叶双曲面 P + y _ z *= l 上测地线的积分 v , 并给出克莱罗关系式. 
直接证明经过（1，0, 0>的母线满足克莱萝关 系式. 求双曲面上的闭合测地线. 提示： （1〉母线 
的参数方程是 n ( i ;> = (U tarn ；, tarn /) (为什么？>,乎行圆的参数方程是扒= ( coshi ^ coro , 
coshuusinv . sinhtt 0 )■ 中心乎行明 （ cosv , sinv , 0) 是什么？（2>若 a ( a > 称测地线 

cm [«. 6]— M 为闭合的.什么时候平行圆是测地线？ 

5-3 关于完备性的简要讨论 

在上述讨论中，都隐含假设测地线 可以“ 无限延伸”，也就是想当然地认为测地线为单位速 
度曲线 a R - M , 它的定义域是实数域 • 事实上并非总是如此，例如平面减去原点 M == R 2 — 
U 0, 0 M . 我们知道平面的测地线为 直线. 面 M 与平面有相同的测地线方程，所以 JW 的測地 
线也应该是直线.掴设测地线起始点是 （ r , *>，方向是 （_ r , 由定理 5.2.3 知， 

在(0, 0>点处存在唯一的测地线.因为测地线是单位速度的，它的*长（即经过的距离）对应于 
它的定义区网 (>• 幻的 长度. 因为测地线不能经过原点，所以它历经的距离只能小于 
因此， 区间 !>• «不能拓展到 R . 为什么会出观这样的情 况呢？ 

为了回答这一问题，首先给出一个 定义. 若毎条(单位速度)测地线的定义域都是 R , 则称 
曲面 M 是测地完备的 • 下面优美的结论反峡了这一定义的重要性，这里省去了定理的 证，. 


-1，0>，（1，0>的测 地线. 事实上，这蠡点之间不存在最短的 路经. 所以现在的问鼸*，什么 
的曲面是测地完备的 曲面？ 平面威去原点的例子给了我们提示 • 屈忆子集 MSR 1 为闭子集， 
任意收敛 序列〜 — 当*,€財时，有7面的定理给出了曲面是测地完备的充分条件. 
定理 5.3. 2 «曲面 MGR* 是《地完备的. 

证明设 a 是 M 上的单位速度测地线.若 0 (,)有定义.因为是测地线方程的解•所以 

某个 f， 《可以定义在一个开区间 （s-r, s+r)±. 这意味着对于 《(s) 有定义的沒11,存在 

个小区间，使得 o 在这个小区间都有定义.因此 • 0 有定义的点组成 R 的开集——也就是开 
间的并 • 设 l = (a，6) 为其中的一个开区间. koo 且 fe 是1的最小上界.亊实上，珂以证明 
在6也有定义.因此 J 不存在最小的上界（也就是说对《也有类似的结论，因此《的 
义域是是整个实轴. 












刪 A 鋏 、•產 ♦及等矩 


167 


定的 e >0, 存在整数 N ， 使得对任意的》， 《> W , 有丨 z .- z . | <*, 因为《是单位邃度 《• 

所以从到的弧长为 1 I <«. 由第1章中的知识，两点/>, «6 R 3 间的(最短 dm 

的)距离是丨 Pi ，这个距离由连结这两点间的线段给出.因此， 

I oC *») |^| x m — z m |< e . 

这说明也是柯西序列.由数学分析知，对任意 n , 欧几里得空间粑 ft 完备的，故 R " 中 

的任意柯西序列都收敛.所以存在 r ^ R 3 , 使得《(，>-«;.而对于任意的/, 又由 

傕设从闭，故 玥此 可定义0«0—议 ， BP a 在 ft 处有定义，这与 A 的定义矛盾.注意这里 
仅仅证明了《的定义域可连緯地延拓到 fc . 亊实上 • 还需要一些技巧证明延拓是光滑的. ■ 

tt 51 5.3.3 到目前为止，我们研究过的 ft 些曲面是测地完备的？ 

5-4 非 R 3 中的曲面 

到目前为止，我们研究的都是3维空间中的曲而.这个空间再加上通常的内积结构构成了 
一个欧几里得空间 • 其中自然具有欧几里得空间相关的内积^^点积.当然存在其他有意义的 
内积-事实上，对于任意的正定矩阵 A . yGF ", 由以下矩阵乘法 

( jc »7> — x * A ， 

可给出 R ” 的一个内积，其中* •表 示: r 的转*,将列向量变为行向置.取 A 为单位矩阵，就是 
通常意义下的内积.在某种意义 F ， 3维空间中曲面的几何性质也反映了 3维空间本身的性 
质.若要把几何概念拓展到3维以上的空间中，就必须摆脱对点积的依赖至少要修瑰这一 
櫬 念. 回忆 R * 中点积的定义.（因为曲面的切平而是二维的，所以要用到 R : 中的向量 .> 设 
(*!♦ ^). y = iyi * y :>€ R *, 定义 

x • jr = u, ®](^)=*.>. +^*yr. 

将矩阵 d 。]， 其中 《>0, 得到 

… =( 一啣 
其中“ •”是 点积， “ 是修正后的点积< 修正后的点积依然具有通常点积的性质 c 如对称性、 

双线性 等〉. 对于曲面 M 的切平面中的内积，数《在每点 可齙 是不一样的.也就是 0 为 
M 上的函数， 

« = /* Cp ), 其中 /:M —R 且 peM 

这里取函数 /( p > 的平方是为了保 it a 在每一点部是正的.对任意的切向量*，•有 

… = 炭. 

称•和的度量，因为可以利 ffl 它们计算 E , F ， C ， 即沿 M 的距离的基本分量.点积通 
常被称为欧几里得度 量，。 称为带有缩放因子/的共形度量(相对子欧几里得度 量〉. 

若曲面不再采用欧几里得度量那会是怎 样呢？ 虽然作为集合仍屑于 R ，， 但不两的度量使得 
它不能继承 R 3 的一些几何性质.故带有度量的曲面就不是 R * 中的曲面.但如果不能使 用粑的 






结构(如单位法 向量) 怎样才能研究这些曲面的几何性 质呢？ 数学中典型的方法是，若脱离了通 
當的锖况就用之前的定理作为定义.因此不再用单位法向量来定义高斯曲率 ic , 而相应地利用 



告(長(激) 

(尧卜 i )) 

: 


中的单位球面一样是“负 曲率” 曲面. 





















«的 测地曲率是 


注意这里并没有指定坐标补片 x («, 1；) 的值域，这说明 K , 的表达式对于非 R * 的曲面仍然 
成立.我们将在第 6 章再■次讨论测地曲率，届时将用不网的方法得到上面的公式- 
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代入单位速度关系 l = M / 2 ( l / V )+ t / 2 ( l / t ； 2 ) • 得 z / = ± zVl — C 2 V 2 . 用除 t /， 枳分得 

Jdw = J 00 -6v 


Vl-c 2 v 2 
— d = — Jsimt»dw 中 v 


-COSXjI ； 


sintt' 


c 2 (u-cl) 2 

cu - jy - + v z 


■y/\ — C 2 V 2 

cW 


c 2 


这是圆心在 《 轴上的阏.同样因为坐标补片是 t ;- 克莱 
罗参数化的，竖直线（即参数曲线）也是测地线，这 
是《' = 0的情形.所以庞加莱平面 JP 的测地线是阆心 
在 m 轴上的阏弧和竖直线（如图 5-7 所示）.这些都是 
P 的“直线”. 

练习 S .4.14 证明对庞加莱平面平行公理不成立. 

平行公 理是： 过直线外一点，存在唯一的一条直线平 
行于已知直线.庞加莱平面是高斯、罗巴切夫斯基、 

跑耶的非欧几里得几何的一个典型例子. 

练习 5. 4. 15求练习 5.4.4 中曲面 M 的测地线. 

例 5. 4. 16( 双曲平面 H ) 如下计算测 地线： 因为太是《-克莱罗参数化的， u - 参数曲线为 
测 地线. 闶此，经过 （0, 0) 的径向线是测地线.对于非参数曲线的测地线，应用克莱罗积 
分公式（化简后）得 

_ f C(l-U z /A) 





c(1-kV4) 


r 


： dw . 


虽然很 31 [杂，但是可以作如下处理. 
练习 5.4. 17 设 


:(1 +« 2 /4), 证明 dt; =平 




那么， dt ; 


' _& w _ 

• y/l — IV 2 


W \/1 + f 2 y /\ — UU 2 

,v—v 0 = cos 'ix*. 记为 cos(v —l>o) = If 或矜 


COS(V — D 0 ) 


«yi+c 2 


：(1+ mV 4) 


4 t /- y/l +c 2 


COsCt；— !/{,)= 4 + M 2 


+ 4 — _ 1 - + f cosCi; — v 0 ) 


0. 









E, = jc. *> x x u = /. (jc,,) •，/ . (jf w ), G, = x v = /• (x„) « 7 7 . (x v ). 

这里和以往一样，假设坐标补片是正交坐标补片，因此0=/*\ = /_(^) •,/•(〜），因为由链 
式法则可得 L (1)=：^+3^， /• (^)=^ + ^5„,所以可以用一个很消楚的公式判断映射 
是否为等距的•即 

E, = jc,, ° x x u = E y r\ +G ， s: G* = 0 * 太 》> = E,r z v + G,s v . 

在练习 3.2.4 中.对于同一曲面的两种参数形式 （/ 是恒等映射）的特殊悄形，也得到了同样的 
公式.而且相同的计算得到（这里将其代人定义 K 的公式 
(相当冗长的计 算〉， 得到如下梏本定理. 

定理 5.5.1 若是等距的，则在对应点处有相同的高斯 曲率. 即对任意 
[2511 K M (p) = KsU(.p)). 

练习 5.5.2 由练习 3. 4. 2，曲面（如图 5-8 
所示） 

JC(M ， V) = ( UCOSV , wsirn; * T；) 
j?(r,s) = (rcos5,rsins,lnr) 

的高斯曲率都是 K =_ l /(1+ 切 2 ) 2 , 其中功分 
別代表《和 r . 证明这两个曲面不等距. 提示： 

若是等距，必有 v ) = m (不考虑符号〉， 

E t = E t r \+ G y s \ 是否成立？ 

注记 5. S .3 若参数的定义域 相同. 且函数 
r , a. 为投射， r ( w ， v) = u, s(u, v> = v ， 则等 m 5 . 8 fC 相同的非等距曲面 

距保持 度摄： 

E t = E ” F X = F ” G , = G y . (5.5.1) 

亊实上，很多学者称 r ( M ， V )和 5( M ， t ;) 给出曲面 N 新的参数形式 f (!/• v )= yCriu , v ) , 
s ( u , !/)). 映射可定义为 /( JC («, v ))= y ( u , v ), 是否等距的问题就简化为判断上面的等式是 
否成立.当然需要验证这个特殊的映射是可参数 化的. 为避免这一点且使得下面练习和例子更 
加淸楚，我们选择确定的函数 r , 但亊实上，上面的例子是很 ffi 要的. 只要映射/: 

是局部——对应（即选取 M 上每点的一个小邻域，在这个领域上/为的）且/满足 
[2521 (5.5.1)，则 J 给出了 AKM 的邻域的像）新的参数形式，且在此邻域上/是一一的. 

显然，等距保持切向 M 的长埂（因为每个切向殿都是 a 和的线性绀合）. 屯实上 ，“等 
距”是由古希腊语的“相同度 M ” 演化而来，而且公式（其屮 • 表示内积） 

cos ( 0 ) = . 丨 

I V I I W I 

表明等距也保持向思:间的夹角，其中0为向 fe ， W 之间的夹角. 

由反函数定理，对于 M 上每点存在一个小开邻域，使得/在此邻域内行光滑的反函数. 
当 J 是一一到上的，且存在光滑的整体的反函数/ h N - M . 称 J 是整体等距的.虽然这里 
给出的不是等距公-般的定义，但对于本书中的例 fti 经足够.卜向 验证 其中一•杵例子. 

例 5.5. 4( 螺旋面）曲面 M ， N 的坐标补片分別是 jc («, v ) = ( ucosv . usinv . v ) , 
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j(r, s) = (sinhrcoss, sinhrsim. 5 ). 将第一个曲面 • 作标准的螺旋而，定义映射 M~*N , 
/(jc(m, v)) = >Csinh 1 u, v). 令 /*=51|111 〜， s = v, 相应的非零偏导数是 = 1/coshr = 
1//1+M 2 ， s„ = l . 而 E, = l = (1/cosh 2 r)cosh 2 r=E〆 ， G, = ]+m 2 = cosh 2 r=(7,4. W 此 J 为等距 . 
显然， J 是一一的、到上的，且有光滑的反函数 / 5))=x(sinhr. 5 ), 故 / 是整体等距的 . 



图 5-9 阅锥的展开过程 


缠习 5. 5. 5设则锥面 z = «>/. r 2 +y 的坐标补片为 x ( u , v ) = ( mcosv ， wsinv , au ). 令表示 

辟 I 锥面的顶角.证明 sir ^= lA / rT ^". 若沿母线将阀锥剪开，可将其展成一个扇形（如图 5-9 
所示）.设扇形的顶 角为仏 证明 <9=27 rsi 一.对于0</<1， 

( M yrT7^cos( v ，^=) ,«/TT^sin(^=),. t 

给出了展开的过程.验证这一映射给出了上述展开.证明对于任意固 
定的 <，映射 7(« cosx ;. « sim ，， au ) = y '( u . t ；) 是等距的.最后说明/ 

将圆锥上的测地线映为平面的测地线（即直线）. 提示 ：在摄后一步作 
代换议 cAB/M — BtanbA / TT ^)). 苒中 A = c / sinD ， Ii = c / cosD , 

其中 c ， D 是圆锥的测地线的参数.见练习 5. 6. 6. 

练习 5.5.6 转动顶角为#的_锥面，使其底面位于平面上 • 

将一个长为 h 的带圈的绳索套到脚锥上（如图 5-10 所示），拉绳索的 
自由端，使岡圈紧绕在圆锥上.绳索是什么形状？更特別地，绳索是 
从顶端往下滑呢，还是固定不动呢？答案是否依赖于顶角呢？试说 
明. 提示： （1) 绳索变成了什么样的曲线？.如果绳索不动，那么它受 ra5 ' 10 带布绳索的岡锥 
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P 是参数方程为， ( r ，5) = Cr , U 的庞加莱平面.证明 J 是等距.事实 h ， J 是到上半平面的一 

—的、到上的(有光滑反函数)映射，故是整体等距的.上述公式出自复变量理论中的默比乌斯 

变换（或线性分式变 换）： 

T (—错 

其中: E + b ). 从第4章可以看出复分析在微分几何中有很重要的作用.这里给出的是一个我 
们熟知的例子.考虑双曲平面 H 的标准极坐标《克莱罗参数方程 jt ( U , v )*(« cos V , usinr ). 

因为经过原点的径向线是《 参 数曲线，所以它们是测地线.给定豳盘上的任意点/>= [ M ] 
<«». %).存在以下线性分式 变換： 

T(z) = ^ +2i t |«|*-lcl* - 1, 

面且在实平面坐标和双曲平面度嫩意义下，这个变换是 H 的等距 • 且把原点映为/•点 • 因此， 

过 P 点的测地线是过原点的径向线的像.面线性分式变换将圃变为圆，将直线变为直线.又因 
t 是等距且过原点的径向线与《=2垂直相交. 所以 m 地线必经过 fi . 因此，经过/>的«地线 
一定是圆，旦与《 2的边界岡相交为 直角. 这正是之前计算的结果. 


缠习 5. S. 11假设嫌旋面的坐标补片为 x ( m ，v) = (sinhucosv* sinhusinv, v ). 从*==-^ 
到*««,可由以 F 定义 

x* ( m » v) =( sin/sinhucost; — cos/coshusinv»sinlsinhusim ； + costcoshucoszi，ucosl + vsinl) 
将螺旋面光滑地弯曲成悬链面.但最后一步不是一一对配证明对任意 f <«< W ， JCx ( u . v )) = 
〆 (《， d 是整体等距：当1 = „时./是局部 等距. 并证明在任一种情况下都保持高斯曲串不变 
(因为它由度最 决定) 且每个中间曲面都是极小的. 

注意从一般球面（即非球极球面)穿\ {/V}拜 P 的球极平面射彩不是 等距. 回忆对于切向 
量•有 


因此，取 P 中的点积，得 St. J • St. (jr v )=«0. 


St. ( x r ) • St. (*„)== 


乂 




12571 








































[l ， 0,u+ «»(«>>*] 

试解释 F 面的测地线（如图 5-n 所示 >• 测地线从娜里嗶个方向开始？位于哪？为什么？ （ 与克 
莱罗关系有关吗？） 
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m 5 - 11 在环面的顶端平行圆与底端平行闼之间跳跃的测地线 图 5-12 环面外平行圆的 M 地线 




m 5-13 环面内平行脚的测地线 困 5-14 环面内平行阏的测 地线： 一个出现错误的例子 

> plotgeo(torus ,0, 2*Pi ,0, 2*Pi,Pi,0,0,1,35, 165, [15,30], 

177,68); 

练习 S .6.2 考虑上述环面测地线（即 R = 4, r = l ), 它从与顶端平行阆的夹角为么的平 
行脚开始到由克莱罗关系式， Rs « n ^ 0 = c . 故 （尺 证明可取心= |2 g 
arcsirUW - r )//^) 使得测地线渐近于 “ = 7 t 的测地线 一- 内平行 N . 再用 Maple 绘制测地线（注 } 
意不要出现错误）. 提示： （1) 对于第一部分， 7 T , ^ k /2； (2) 对于第二部分，对 A 取适当 ^ 
的 DmO 和 DzX ), 千万小心！角允是切平面上的角，但是在抓平面由 D «0 和 DuO 决定 的向贵 
在#数化的过程中产生畸变. 用度世 系数计算这一畸变，求出在平面的正确方向. 

练习 5.6.3 对练习 5. 2. 15以及图 5-5 中的旋转箕舌面，山以下程序绘制测地线. 

> witch:=<2*tan(u)|2*cos(u)~2*cos(v)l2*cos(u)~2*sin(v)>; 

•witch s = [2 tan (“），2 cos 2 (m)cos(i;) ，2 cos 2 ( w ) sin ( Ty )] 

> plotgeo(witch ， -l.l ， l.l ， 0,2*Pi ， Pi/3,0,0 ， l, 100,200,[15,30], 

92,-113); 


能理解克莱罗关系式所起的作用吗？ 

练习 5.6.4 对于不同的起始点和初始方向.利用球面、圆柱、圆锥面、抛物面的标准参 
数方程，绘制测地线，并比较本书中的 m 例.特别地，将岡锥而和抛物而的结果与练习 
5. 2. 14和练习 5. 2. 17作个比较. 




阁 5-16 非直纹和直纹的双曲面的中心圆测地线 


图 5-17 非也纹和直纹的双曲而的母线测地线 
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5.6.2 圆锥上的测地线 

现在矜圆锥面 2 r = w + y 上一条特殊的测地线: 

利用练习 5. 2. 14得到阏锥上测地线的公式为 

“ = Csec (7^ +D )， 

考 虑脚锥 面上从 （1. 0. 1) 到（0，1, 1>的测地线.这意味着从 U =0 开始以 T ；=7 r /2 结朿时 ，“ 
以〗开始以〗结束.将 K 代入通常的测地线公式，得 

1 = Csec ( D ) , 1 = C " sec (^~^+ D ). 

求解可 - r = cosD，ft 

D t ⑺喘― ） 

. 

> dd := evalf ( arctan (( cos ( Pi /(2* sqrt (2)))- l )/ 
sin ( Pi /(2* sqrt (2))))); 

dd :二 一0.555 360 367 0 

> cc := cos ( dd ); 

«• ：= 0.849 710 492 1 

川刚刚得到的 D 决定的 《 的公式代替阅锥面参数方 m 5-19 连结 (1, 0, 1) 和(0, 1， 1) 
程中的《，可以绘制岡锥面上的测地线.如图 5-19 所示. 的测地线和平行 1 M 1 

> geo := tubeplot ([ cc * sec ( v / sqrt (2)+ dd )* cos ( v ), 
cc * sec ( v / sqrt (2)+ dd )* sin ( v ), cc * sec ( v / sqrt (2)+ dd )], 
v =0.. Pi /2, radius =0.03, color * black ) : 

> cone := plot 3 d ([ u * cos ( v ), u * sin ( v ), u ], u =0..1.8, v =0..2* Pi , 
grid =[6,24], shading = xy , lightmodel = light 2) : 

> circ : = tubeplot ([ cos ( v ), sin ( v ),1], v =0.. Pi /2, radius =0.025, 
color = blue ) : 

> display ({ geo , cone , circ } ， scaling = constrained , orientation - 
[40,84]); 

在阁 5-19 中，可以看出存在过给定点的测地线和平行计算从（1， 0. 1) 到（0, 1, 1) 
的测地线的弧并比较连结这两点参数形式为 （ cost ；， sim ；， 1>的關弧长.显然该阀乍径为 
1，因为相应的岡心角为 tt /2. 故 （1, 0, 1) 到 （0, 1，的弧长为 tt /2 〜】 . 570 796 327. 以下 if 
算从 （1, 0， 1) 到 （0, 1, 1) 的测地线的弧长 • 

> alpha : =< cc / cos ( v / sqrt (2)+ dd )* cos ( v ) Icc / cos ( v / sqrt (2)+ dd )* 
sin ( v ) Icc / cos ( v / sqrt (2)+ dd )>; 











:义映射并输出向童 < 


> Ytl © ft ：»( t , u , v )-> Cu , lleft ( v , t ), gleft ( v , t )] ; 

Ytleft •= ( f * u » v >-»■ [ u , neft ( v ，0， gle ( t < v ， t >] 

当然要描述展开的过程需要建立两个动®-个左边的，一个右边的一且间时演示它们. 

因此.我们将其命名保存（回忆为了压缩画圈结构信息，用冒号面不用分 号）， 再使用 “ display " 
命令. 


> right : - diBplay ( oeq ( plot 3 d ( Ytrlght ( i /20* Pl,u t v ). to —3..3, 
v -0.. Pi , grid - t 8.20]), i -0..20), Inaequence - true ) : 

> left : - display (8 e <] ( plot 3 d ( Ytl « ft ( i /20* Pi , u , v ), tt =-3.-3, 
v -0.. Pi , grld -[8,20]), i -0 - .20). insequenc «- true ) : 

>^ display ({ left . right }, scaling - constrained,orientation 


我们知道哂上的测地线是母线.平行脚成蠔旋线.显然前两个展为平面直线. 蠓 旋线也 
展开为乎面直线，根据展开映射.（因圆柱位于 jry 平面，例 (《, sinu , 1 — 条螺旋线 
的展开过程如图 5-20 所示. 


> helright:-diaplay(8eq(tubeplot(helixevolveright(i/20*Pi, 
s)»b- 0.-Pi,radiU8-0.05,color-black),i-0..20),insequence-true ： 

> halixevolveleft ：-( t . s )->[-8, fleft ( s , t ), gleft ( s , t )]： 
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m 5-20 展幵阀柱 h 的测地线 


[2691 


5.6.4 波状体曲面上的测地线 

定理 3. 7. 7给出了波状体曲面的参数形式， W 此也 nj ■以绘制它的测地线（如 [ M ()03 bJ ). 
回忆波状体曲面参数化的度馕系数为 

E = 4 a 2 tln 2 («) , F = 0, G = a 2 (l + e ) z dn 2 ( M ). 

这些仅依赖于《参数（闪为波状体是旋转曲面），故为“克莱罗参数化.因此，由克莱罗关 
系式： 

y/Gainff = a(l + e ) dn ( M ) sin 0 = c . 

波状体曲而上的测地线满足克莱罗关系式，故可预测它的走向.而且因为波状体曲而是《克莱 
罗参数化的，故测地线可由积分刻_为 



cVE 

y/G^G-C 2 


flu 


_士 2dn(^ 0 ) p _dw_ 

(1 + e) Jdn 2 (m) — dn z (w 0 ) 


__|_ dn(M«) p 1 _d« 

41 」 y/an z ( m 0 ) — sn z ( m ) 

这 里〃， 是测地线的初始点，且在克莱罗关系式中取多 = tt /2 得 c - a (〗+ e ) dn («。）， 并把这个式 
子带人一般的积分 公式. 注意 p 连续且关于 M 单调递增.这解释了为什么所得的测地线总是持 
续“向前”的. 


下面这几步决定了波状体曲面上的闭测地线. 










































0. 988 833 861 1,-0.215 471 528 640 376 330 1 CT * 

0. 988 833 8612,-0.131 270 777 451 245 047 10— 
a 988 833 861 3. - 0.470 980 841 132 950 801 1( T W 
0. 988 833 861 4,0. 371 504 261 815 341 908 l 0 ' w 
0. 988 833 861 5,0.121 351 873 428 460 211 10~* 

可以绘制起始于 « o =0.988 833 861 4 的闭测地线近似图像.结果如困 5-21 所示. 
> undugeoCO.3.0.9888338614,0.0,1,100,200, [20,20],-90,68, 



tt 习 S. 6. 9 上述用干波状体曲面的关于“驼峰”对称的方法也适用于任意„克莱罗参数形式 
的 曲面. 特别地，也适用于旋转箕舌线(见练习 5. 2 •⑸这样的旋转曲面.可编写 “hatfbouncepoint” 
程序求它的闭测地线. 

5.6.5 非肀中曲面的测地线 

最后对于非 R 1 中的曲面，只要它是具有共形度量的平面区域.就可以编写 Maple 程序计 
箅它的测地线方程.首先需要的是挺童.现在输人參数形式 X 和比例函数度. 


local Xu,Xv,E,F,G; 

Xu :- <diff(X[l].u),diff(X[23,u),diff(X[3],u)>; 

Xv :- <dlff(X[l],v).diff(X12],v),diff(X[3],v)>; 

E DotProduct (Xu, Xu, conj ngate»falee) /g~2 : 

F :* DotProduct(Xu,Xv,conjugate«lalBe)/g~2; 

G :- DotProduct(Xv,Xv,con]ugat«-false)/g~2; 

aimpli£y([E,F,G3); 

end: 


下面程序给出了共形度童的澜地线 方程： 


> geoeqconf : *proc(X,g) 
local M,eql,eq2; 

H:-EFGconf(X f g); 

eqi:-diff(u(t) ,t$2)+8Ubs({u-uCt),w(t)>,dl£f(M[l] ,u)/ 

(2*M[l]))*diff(u(t) ,t)-2+8ub8({u-u(t),v=v(t)>.diff(M[l],v 

(M[l] ))*diff(u(t；) ,t)*diffCvCt) ,t)-subB«u-uCt) ,v-v(t)>. 
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diffCM[3],u)/C2*M[1]))*diff(v(t),t)~2=0; 

eq2:=diffCv(t),t$2)-subs({u=u(t),v*v(t)>,diffCM[1],v)/ 

C2*M[3]))*diff(u(t),t)~2+subs({u=u(t),v=v(t)>,diff(M[3],u)/ 

(M[3]))*diff(uCt),t)*diff(v(t),t)+subs({u-u(t),v=v(t)}, 

diffCM[3],v)/(2*M[3]))*diff(v(t),t)~2=0; 

eql,eq2; 

end: 

敁后可以编写由共形度 M 定义的曲而上测地线的绘制程序 . 

> plotgeoconf : =proc (X, g , ustart , uend,vstart,vend,uO,vO,DuO, 

DvO,T,N,gr,theta,phi) 

local sys,desys,ul,vl,listp,geo,plotX; 

sys:-geoeqconf(X,g); 

desys: =dsolve({sys,u(0)=u0,v(0)=v0,D(u) (0)*=DuO,D(v) (0) =DvO}, 

{u(t),v(t)>,type=numeric, output=listprocedure); 

ul:=subs(desys,u(t)); vl:=subs(desys,v(t)); 

geo : =tubeplot C convert(subs(u= * ul*(t),v =, vl•(t),X).list), 

t=0..T,radius=0.025,color=black,thickness=2,numpoints=N) : 

plotX : =plot3d(X,u=ustart..uend,v=vstart..vend,grid*[gr[l], 

gr[2]],shading=XY,lightmodel=light3) : 

display({geo,plotX},shading^XY,lightmodel=light2,scaling: 

constrained,orientation=[theta,phi]); 

end: 


先矜练习 5.4.20 中定义的球极平面 . 它的测地线可能为径向线或岡（单位圆为特殊情形 ）. 
如阁 5-22 及图 5-23 所示 . 

> polarplane : =<u*cos(v)lu*sin(v)I0>; 

polar plane := [wcos(v) ,wsin(v) ,0] 

> plotgeoconf(polarplane,(l+u*2)/2,0,4,0,2*Pi,1,0,0,1,8,30, 

[10,30],0,0); 

> plotgeoconf (polarplane, (l+u"'2)/2,0,4,0,2*Pi ， （J • 5,0,1,0 ， 

1.08,30,[10,30],0,0); • 

> plotgeoconf(polarplane,(l+u~2)/2,0,4,0,2*Pi,2,0,1,1,8,50, 

[10,30],0,0); 

> plotgeoconf (polarplane, (l+u"*2) /2,0,13,0,2*Pi ,8,0,4,1,35, 

200,[10,30],0,0); 



阁 5-22 球极 平面 h 的单位阏和径向测地线 
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练习 5.6. 10 试用下述程序求球极球面上的测地线（如图 5-24 所示 ） • 

> sphere : =<cos Cu)*cos Cv)Isin(u)*cos(v)|sin(v)>; 

sphere := [cos(m)cos(v) ,sin(M)cos(i) ， sin(v)] 

> plotgeoconf(sphere,l-sin(v),0,2*Pi,-Pi/2, Pi/2,0,1,1,-2, 

15,650,[25,25],60,66); _ 



m 5-23 球极平面的圆测地线 ffl 5-24 球极球囬的测地线 


练习 5.6. H 绘制图 5-7 中庞加莱平面的测地线 . 换 言之 . 只需修改 ploigeu 程序 . 提示： 

> uphalf : =<u 丨 v 10>; 

uphalf := [w ， v ， 0] 

> plotgeoconf(uphalf ， v,-5,5,0.1, 7, -4,0.2,1,20,2.5,800, 

[11,20],-90,-16); 

5.6.6 球极平面及墨卡托投射 

可以用 Maple 实现球极平面及墨卡托投射.下面程序用的是笛卡儿坐标下的球极平面投射 
公式： St(x, y, 2) = (j/(l — 2 ), 3>/(l — 2 ), 0). 

> Stereo : =proc(alpha,a,b,viewxl,viewx2,viewy1,viewy2) 
local sqleng,curv,sph,proj curv; 

sqleng : =VectorNorm(alpha ， Euclidean,conjugate=false)~2; |276| 

curv: =<alpha[ 1] /(1 -alpha[3]) I alpha[2]/(1-alpha[3])>; 
projcurv : =plot([curv[1] ,curv[2],t=a..b],color*black, 
thickness=2,numpoints=200); 

display({proj curv},scaling=constrained,view=[viewxl..viewx2, 

viewy1.■viewy2]); 

end: 

在图 5-25 中可以看到一些投射 曲线 . 第二个是纬度岡的投射 . 

> Stereo(<cos(t)~2,sin(t)*cos(t) , sin(t)>,-Pi,Pi,-0.5,2 ， 

-1.6,1.6); 

> Stereo(<cos(t)*cos(Pi/4),sin(t)*cos(Pi/4),sin(Pi/4)>,0, 

2*Pi,-3,3,-3,3); 
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还可以做 “ 逆球极平面映射 ” 的 程序， 也就是把平面上的曲线拉回到球面上（球极平面投射的原 
像） . 如图 5-26 所示 . 

> InvStereo : ■proc(alpha ， a , b ， theta,phi) 
loc 龜 1 sqleng,curv,sph,plcurv,sphcurv; 

8ql«ng:«VectorNorm(alpha,Euclidean,conjugatalse)j 
curv :- <2*alpha[1] / (1+aqleng),2*alpha[2]/(l+sqleng), 

(•ql«ng-l)/(l+sqleng)>; 

aphcurv : -tub«plot(convert(curv.list),t=a..b,radius«0.015, 
color-black.mmpointa-200); 

•ph:-pXot3d([coa(u)*coB(v),sin(u)*cos(v),sin(v)],u«0.. 

2*Pi,v—Pi/2. .Pi/2) : 

display ({sph, aphcurv}, scaling=constrained, shading»=zhue, 
orientation-[theta,phi] .style-wireframe) ，- " 

end: 

[2.77i > InvStereo (<t+l, 2*t+3,0>, -8,8,60,52); 

> InvStereo(<cos <t)^3 f sin(t)^3,0>,-8,8,15,117); 



图 5-26 平面曲线的逆球极平面映射 


练习 5. 】3引入了墨卡托投射，它是共形的.特别地，墨卡托投射保持 角度. 这对于航 
海极为 重要. 它最纛要的 用途是 在平面地图上以与竖直线成定角的直线绘制航海路线；在航海 
的过 程中， 以与经线（即北）成定角确定 航线. 斜驶 （ loxodromic ) 路径如图 5-28 所示. 
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图 5-28 逆學 P 托投射把平面直线映为斜驶线 m 5-29 逆逛卡托投射把抛物线映为有趣的曲线 

练习 5.6.12 运行下列 Maple 命令 ，了解图形的 含义 . 

> InvMerc(<3,t ,0>,-5,5); 

> InvMerc(<t ,0.5,0>,-5,5); 

> InvMerc(<t,t~2,0>,-5,5) ; 

> InvMerc(<t+l,sin(t),0>,-5,5); 

> InvMerc(<sin(t),cos(t),0>,-5,5); 

> InvMerc(<cos(t)"3,sin(t)~3,0>,-5,5); 

作阁总有一个致命的缺陷，就是不能同时保持角度和面积.这是高斯绝好定理的必然结果 
( 定理 3. 4. 1). 下面计算墨卡托参数形式的面积元 . 

> mercproj : -<ulIn(tan(v/2+Pi/4))I0>; 


mere proj 


279 
l 

280 


[«,ln(tan(f+ f)), 0 ] 

参数曲面的面积元是 (: 厂 _ _ F 2 . 比较平面和球的墨卡托参数形式的面积元 . 

> meremet : =»EFG (mercproj ) ; 


面积元是 


1 (l+tan-(f + f)) Z 


tan z f J H 

h H 

\ 2 

4 1 


> simplify (sqrt (meremet [1] *mercmet [3] -meremet [2] ~2), 
symbolic); 


1 1 + tan2 (f+ f) 

2 -(f + f) 


測地线、度量及等距 


> simplify( 1/ (2*expand(sin(l/2*v+l/4*Pi)*cos(l/2^r+l/4*Pi)), 
symbolic)); 




化简为 1/cosCrO, 球的面积元 如下： 


sphmet * 

显然为 cosh). 若我们定义映射的扭曲为 


[ = zJcv)' 


由此可知在墨丰托投射下面积发生了扭曲.注意畸变的大小依賴于经度 U 的取值，即当趋近 
于 ±ir/2, 扭曲增加-这意味着商纬度区域在鼉卡托投射 T 的面积比实际的面积大.有些人认 
为这是欧洲人在探索更大的世界的吋候.喜欢利用鼉 R 托投射的原因之一.关于更详细的地图 
几何见 [Fee02]. 用 Maple 方法做地图见 [TBO01]. 

5.7 工业上的应用 

本节 给出微 分几何在一个丁_业问题上的 应用. 在 [BM95] 中描述了这个应用，且包含这里 
































l7=-sin(#)N + cos(#)B. 

因为最终我们想要利用坐标系作详细的计算，所以需 sr, n , b 的坐标表达形式.利用 
淸蜥的坐标形式 tt =0?cos(v/i^, RsMv / jR >， *(w>> ，猓 


T= ^ = (1+ X - « n (^). co »( f )^). 


以 —O ， cos ( 蚤 ) •*•) 


+ (^*li ** + !)>«( - Hf)* - 

=TXN 

= ^ ： TWn^( R *- cos (^) + *. sin (^) ， uo8(i) +Rs; « 8in (f)， 1 )- 


利用这些表达式及 co 分和 Sir 分的表达式，可以得拜 U 的坐标表达式.有两种情况 • # = *， 
#=各.设#=爽， Wsin #=-( l +**) ,/ */( R 2 * i +** + l ) ,,f , 简单计箅得 


l/,*(-cos(f),- S in(^).0). 

这是指向 圃柱内 部的法 向置. 当 #*= 先时， sin^d+ijw/a^^+^+i) 1 "， 认的第三个 
坐标是 一R* w /( 於之+4+1>>0,这是侧翼的单位法向置. 
















ai 地线 、 座壹 及等距 


C 8=_ l(l + eos(ft)) =_ T tan (f)- 

/( f ) 在的三阶导数不连续： 广 (0*>=±6 c 3 . 由此得到一个平面二角形，其顶角/5 

满足 

加(音卜證^— 77^1— 晶. 

因此，由/3可以得到由/(買)=0,得 

co + cjji * + £- s *^+^( — 2 + ^-) + * + 0 - (5.7.2) 

要求在弯曲曲线的最低点（即故有 

— 说離羰 VY - 

这等价于 

( 尸 (•>)* - ((/(*>>* + l)tan 2 ( 脊卜 0, 

利用 /( f ) 的公式，计箅讲到方程 

(2c* + 6cj»+2f« +itc*)* — (|2 c 8 k + 3c t ^ +c,jc + c 8 (-2 + yJJ +1 Jtan* 0. 

( 5 . 7 . 3 ) 

由方程 （5.7.2 K (5.7.3)以及前面_定的^。， < *,, c , 的值，就得到 q , fs 的值.因此几何条件 
变成了 /( f > 要满足的条件.从面得致特殊的弯曲曲线. 当然， 希望给出侧翼的参数方程，这 
也两要方向向量.为此，在公式 (5.7.1) 中，做下述筒单代换. 




























测地线 、度量及等距 
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本节说明微分几何不仅仅是抽象的物理学的数学工具，也是日常工业的数学 T ： 具.同时也 
指出了 R 常实践的方向 . 当然已经看出将日常工业问题化为数学问题非常复杂 . 最后，如果不 
能看到最终的结果，那么所有的假设、计算和近似都毫无意义一 ^ 这就是用计算机和 Maple 这 [2921 
样的软件做数学问题的意义所在 . _ 





6 章完整性及高斯-博内定理 


i 容是通过已知直线外的任一点存在难一的一条平行钱._由下面的练 
S 在推导几何性质时的 作用. 














完 JNi 及高麻缚内定理 
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可得 

坐标补片 * 的面积 = I jr . Xx . I dud ^ 

例 6.1.3( 半径为 R 的球面）0忆 I jc , XjU = l ?* co ! w •其中 0<«<2 it , — 函 

则半径为 J ? 的球而的面积为 

面积= J ^^* COSM ^ w ^ < = J ^* J '^* sinvd « 

- J^^du = ^2R 2 u = 4 k /?. 

注意： 由拉格朗日恒等式(练习 1-3.5). | | - VEG - F *. 

练习 <5.1.4 证明环而的面积是 4 ir z rR . 

练习有两个用来计算曲面面积的常用积分 • 

⑴旋转 曲面: SA 着||2«/⑴ vTTTn ^ dx . 

(2> 函数 * = 的图像 : M = £fVl + /J + /*drdy. 

证明这两个公式可以由上面给出的曲而面积的定义推导出来. 

现在的问®是如何求曲而上函数的积分呢？ 一个函数仅仅给出 TE 域内点的不同的权值， 

然后将加权的面积加起来. R 此可以积分函败与丨 x „ Xx . | 的乘积. 

定义6.1*6 M 上*數/的积分由如下公式 給出： 

L/tJJ/ 1 *， 1 - 1 —t 

= J£/\/EG — Fd « dv . 

我们对一个特殊的函败一高斯曲率 K 的积分很感兴離.积分称为 Af 的（或坐标补 
片 ：的） 全高斯曲率. 

例 6- I .7 关于全高斯曲串有两个例子. 

(1>半径为 R 的 球面： 高斯曲率为常数 K -1/ J ?. 故 

J« K=r Ml I I 也加=告 • 球的面积 

-洽 • 心= 4«. [2971 

( 2 > 伪 球面： 髙斯曲率 fC ^— l / c 2 也是常数，因此 

J m k ^ m 面积=一 > • 2 jic * =— 2 iT . 

练习 6.1.8 求伪球面的曲面而积. 

练习 6. I . 9 求环面及悬链面的全高斯曲率. 
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6.2 修正的共变微商 

在前而研究 R 3 中曲而的几何性质的时候，用共变微商定义形状算 T ， 并由此得到多个各 
种基本的曲韦不变后来以一个特殊的曲率公式作为非 R 3 的曲面的高斯曲率的定义.用这 
种方法避免定义这种抽象曲面的共变 微商. 本节中将看到和了解更抽象定义的共变微商. 

首先. 取坐标补片 JC . 且此坐标补片（同往常 -- 样）满足 F =0, a ( t )= x ( a ( t ). 是一条 

闭曲线（骰设是单位速度，或者至少是常速度的). ^ e l = xJy / E t e 2 = x v / VG . 注意 ei -£, = 1, 
e z •& = 1且£ 1 .£2=0. 沿着曲线的向 M 场 e ,， e 2 构成了 x ( u ， v ) 任一点处的切空间的标准正交 
基.因此，向量场{ £1 ，构成的基也称为坐标补片上的移动标架（即使在非正交的坐标补片 
上，也存在这样一 •组基）.而且， e ,, e 2 , 1/是 R 3 的标准正交基，利用以上知识以及关于共变 
微商的研究分析向最场 e ,， € 2 沿^是如何变化的. 

許先，研究3维空间中曲面的共变微商，它揭示了3维空间的共变微商和曲面本身之间的 
联系.事实上，后者可由前者定义.一旦我们将共变微商研究清楚，就可以去掉3维空间这一 
限制条件，将共变微商的性质推广到其他曲面上. 

以 v r 3 表示 R 3 上的共变微商（或雅可比矩阵），▽表示 
▽ r 3 到曲面的切平面上的投影，或者表示非3维空间曲面 M 
的共变微商.令 2：=( z l , z 2 , d 〉 是由函数 R 3 — R 定义 
的 R 3 上的向最场.根据 2.2 节中的知识， R 3 的共变微商 
▽? 3 2：就是方向导数的坐标版本.对 TMGR 3 , vfZ 在切平 
面： T ,( M ) 上的投影即是由减去它的法向1方向的分 
摄，即 

V.Z = v^ 3 z-(vfz . U)U. 

这就是曲面内蕴的共变微商的定义（如图 6-2 所示）.类 
似于 2. 2节，利用向》场到包含 M 的开集上的扩张，可以 
定义在 M 的向撤场上的共变微商.以下假定经过以上技术 
处理，可以取所有向相:场的共变微商. 

练习 6 .2. 1证明▽^，=乂因此，若则 a 是测地线. 提示： 把 | 作为三个变 

tta 1 . a 2 . « 3 的函数来处理，对《 / [/] = ^^应用链式法则，其中/==|.具体的计算参 
见第2章. 

记 = a»n Si a »2 i S 2 ~^~ SiU t £2 = 0012 £\ " t - wzi £"z 5 zC /, 其中0»是参数为 / 的曲线 a 的 

函数，山乘法法则以及 R 3 上的共变微商的定义，可得 

_ 0 = o ， C^i • S\~\ = 2 V^! S\ • £1 = tan. 

298 

l 更一般地， a 7 [V • W ] = V - W + V • V^ S W t 其中 V = ( V , I / 2 ， V)， W = 

2^1 (- w \ w \ tt ， 3 ) 是向镢场.具体的计箅如下（引理 2. 4.1 的证明的冋 顾）： 



图 6-2 V ， Z 的定义 


«’[V • W]= 



=V?V. w + v-v^w. 

类似地，因为 0=«/[£i •厶十 ft 厶， 所以邮 一邮. 

鲽习 6.2.2 证明 s,=S( tf '〉.fi 且其中 S(/) 即是形状算子在《/的值 . 办 
是的表达式中 U 的系数.最终可得 

&+ (s<«) *a)i/ 

^ £z=-^ 6+<S(a ， ) . fe)U. 

由于▽表示到曲面切平面的投影，得 

▽•‘ £i = *tnt £f ▽■， £i=~wa 6. 

根据 R 3 内坐标方向的方向导数(也就是 ▽#), 共变微商▽具有以下性质. 

*习&2.3证明共变微商▽具有以下性质： 

1) 求和法则， ^u^Z-=fV m -Z+g^Z. 

2) 莱布尼茨 法则： V./Z=^ c ^Z+fV.-Z. 

3) 交换法则：若 》(«, xO 是正交坐标补片，则 

4) 相容性 准则： 对于切向董 KT, E-x. F =0 和有 

粉[幻 ■ 2 «CG] = 2V.jt B - jr„. 

以上性质可以由 R 3 中的曲面 M 推广到一般 曲面. 特别地，最后两条给出了与黎曼联络相 
关的共变微商-在讨论商斯曲率对双曲平面这样的曲面的影响时需要用到这些性质. _ 

63 平行向置场及完轚性 

假设V。是似在《(/)处的单位切向最.古典微分几何中一个基本问 埋是： 沿着曲线 M 
的哪些切向量与V。平行？毕竞向量或直线的平行是几何的基确，所以在微分几何中提出平行 
的问题也不值褥大惊 小怪. 因为共变微商描述了切向量 V. a 如何变化，所以满足 

▽••v=0 这个条件的向童场由包含V的相互平行的向最 构成. 换句话说，琴共变微商意指V仅 

仅在曲面的法向最方向上 变化， 所以从曲面的定居者的角度来看，它是不变的 • 因此，如果 
^. V=0. 则称V是沿 0 的平行向最场. 

例 6.3.1 证明平行向量场的长度固定. 提示： 对 VV 应用莱布尼茨法则 • 

当然需要证明平行向最场的存在性.事实上，仅由曲线的起始数据，可以唯一确定沿此曲 
线的平行向最场- 

定理 6.3.2 ▽表示曲面 M 的共变微商， f—Af 是 iW 上的*线.对于 o (0) 点处的任意 




切向量 V。， 存在沿 a 的乎行甸量场 • 使得匕。,=1. 

证明不失一般性•取％是单位长度的向 ft S 为平行向置场的长度固定，所以向置场 
的每个向董都是单位长度的向量.记 V = cosef,+sin5f*, 其中0是V与 f, 之间的夹角.由 
▽，- V=0 可褥（由乘积及链式法则） 

0 =-sine^ £i+ cos^V.. £,^coa0^ez+ sin0V„- ft/ 

利用上节沿《的6和 6 的共变微商的计算结果，锝 

0 =- sin^att, + 羞]6+ COS0 [吻 + 尝] 6. 

因为 sm0. co 访不间时 为零， 故有^二一吻，或 

⑴ ■ 饫0> — Jwndr. 

这个式子决定了 I从面决定了平行向量场 V. ■ 

由起始向 Mv。， 沿 o 的平行向量场 v 的构造，可以说是％沿《的乎行 移动. 也就是说， 
_由V。沿 a 到点 o (0 的平行移动(唯-决定)得 SV rf „. 旋转的角度(仅依賴于《和沢0)) — * 

称为沿 0 的完整性. 

鏃习 6.3.3 证明沿渕地线 0 的平行向置场V与/的夹角团定.更一般地，若V是沿《的 
平行向 ft 场， W 是沿 0 的固定长度的向量场.证明 W 是平行的当且仅当V与V的夹角是定 
值. 由此证明沿曲线的完整性与沿曲线的平行向量场没有关系. 

鲦习6.3.4证明测地曲率公式（见定理 5.4.12) 



其中《是“'与《，的夹 角.提示： （1>类似于定理 6. 3- 2中的表 达式， tea ^ cos ^ f . + smeft . 
类似于定理的证明得 

= [ 蝥 +«»][—sin^ft 十 cosfffe]. 

(2) 注意/_-▽•_ 〆 ，比较此公式与定理 5.4. 12 的澜 地曲串公式丨（3>为什么1/87'_ 
—sinefi+cosfffe? 

练习 6.3. 4掲示了测地曲率与完整性的关系.由定理 5. 1.5 知拥地曲率仅依赖于度量•进 
—步等距保持角度不变，故〜及 dfi / d £ 也是等距不变的. g 此，《«也是等距不变的.下面的 
定理对于 6. 9节中完整性的理解有帮助 ■ 

定理 6.3. S 等距保持完整性 不吏. 

嫁习 6.3.6 0: [ a ， 幻― M 是曲面上单位速度的曲线，彳 T ， V = l / XT . 是沿此曲线的 
标架，其中1/是 M 的单位法向董.证玥此标架的 “ Frenet ” 公式是 
^ = k.V +kU 

~ k h T + Tt U . 

U f = -kT ~r K V . 
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例如，若 ta > = tt /6. 则完粮性是 一7 T . 图 6-3 证实了这 一点， 图 6-3 由 6. 9节中的 Maple 稈序 
绘制. 


m 6-3 抑 = tc /6 纬线圆的究整性 

练习 6.3. 10 汁範半径为尺的球面在纬度％的全高斯曲率，并与沿 z ；。- 纬线阏的完整性 
相 比较. 在模 2 tt 的意义下，能得到什么结论？ 

从球面外看，完整性的计箅表明当平行 切向嫌 沿纬线脚移动时，这些向贵也在旋转.当 
然，在球面上二维的定屈者看来，这些向贵是平行的，并没有旋转. 

练习 6.3. 11赤道上是什么悄形呢？在所有的纬线圆中，为什么赤道特殊呢？ 

练习 6. 3.12 锥面^ = fl 2 (: t 2 + y ) 的参数方程为 

= («sin(^)cos(^^) ,«cos(^)) , 

其中必是锥面的顶角- sin ^= l / y !4 : ^ r , cos ^ a / y / PF ^. 取平行线 

a(v) = (^sin(^)cos(^r^), Mo sin(^)sin(^^), Mo cosC^>), 

其中 0 < v < 2 tt. 同上例，证明沿 a 的完整性等于 2 妯她见 6. 9 
节 . 提示 ：定义 x w /^,&= jr B ( 右手系）.证明 奶丨 = 一 1 ，故完 
幣性等于一 J* 一 ldv = 2nsin 令 . 

练习 6.3. 13将球而放在锥面里使得纬线圆 z ；=_ h 就是 
锥面上的 a (见图 6-4). 来解释上述两例中的结果.证明球面与 
锥面的单位法向被（进而切平面）沿曲线 是-致 的.因此，锥面 
和球面沿 a 的共变微商 相同.提示： 对于顶点是原点顶角为參的 
锥面，球面的中心与半径分别是 （0, 0, wo / cos ^). Mosin ^/ cos ^. 

6. 9节给出了此练习的 Maple 程序. 图 64 球面上沿纬线岡的锥而 

6.4 傅科摆 

大自然只不过使用最长的线来编织图案，因此每一小块织物都揭示了整个织锦的构造. 

- Richard P. Feynman 






以及水中的速度，而且证明速度与折射指数成反比(也就是斯涅尔折射定律).）傅科发现摆动平 
面按岁差向前运行或者随着时间 旋转， 直 si -个周期 ：r= s ^ 小时后回到起始的方向，其中 
*» 。是傅科摆所在的纬度.对于这个按岁差向前运行的现象 • 通常的解释是旋转参考标架，由 
此产年一个水平的特里奥利“力”，使得摆动平面产生位移（见 [Sym71] 及 [Arn78]>. 本书将在 
几何图像及完整性的框架 K 研究这个摆(见 [WS89, Mart2, Oprt5]). 

为了从几何的观点分析傅科摆，假设地球不旋转且傅科摆位于纬度处，以摆的移动来 
代替地球的旋转，在静止的地球上使得摆沿着纬线_在24小时内以固定速度 移动. 傅科摆最 
终的运动等价于标准 情形. 摆的长绳和沿着纬线圆缓慢的运动有两种结果（这是由物理论证给 
出的). 

第 一 ，长绳为摆提供了一个近似于平的小的振幅 • 因此. 可以把每个振幅作为球面的切向 
量来 考虑. 给出这些向 fi— 致的定向，得到傅科摆摆平面方向 V 的向置场.在任意 时间* ，存 
在一个摆动方向向 MV“). 将给定的时刻 t 与描述傅科摆沿 0 («>移动的点联系起来 • 那么所 
有的向世都可以认为是沿着纬线岡 0 («)的•以 V(«) 表示摆动平面的向 M 场. 

第二，因为是沿着纬线圆缓慢运动，摆上的向心力可以忽略不计.（亊实它近似于重 
力这就是说，可以认为傅科摆只受法向量 U 方向上的重力作用.伹是这样一个法 
向*方向上的力并不影响摆的竖直摆动 平面. 因此，摆动平面可以认为是球面的二维定居者， 
BP 在切平面上的投影， 

% V， proj 气 f = 0. 

银锯上述技术处理，共变微商也就是通常的导数.由前面的讨论 • 得到以下命题. 

命题6. 4 _1与 傅科摆 相关的甸量场 V 沿纬线明是平行的. 

当然，沿纬线圆^移动傅 科摆， 完整性使得平行向量场V旋转了 一2«sim；。 的弧度.特别 
地.旋转的角速度为如- —秒 .由几何与物理的等价性得以下 定理. 

定理 6.4* 2傅科摆的运动用期是 

㈣，■/秒=点+时. 

当然这与物理实验得到的周期一致 • 伹是傅科摆的摆动平面的运动与沿„的完整性有关， 
面这是由地球的曲率诱导的.进而，因为我们认为整个摆动装置相对于地球是静止的，如何解 
释上面发现的摆动平面的运动？与傅科讨论的一样，得到 

推论6. 4 .3地球沿着纬线«旋转. 

鲦习 6.4.4 偎设傅科摆沿着环面的纬线脚移动（依然俚设傅科摆只受环面的法向置方向 
的力).计算完整性，这个实验能否区分我们生活在球面上还是在环面上？ 













角的剩余定理 

现在回到几何上来 • 考虑单位速度的简单闭曲线沒，其参数满足 0«2ic. B 表示 p 的内 
假设 B 单连通，即存能够连续地缩为 B 的一个点-关于 0 的公式和概念，对于芦依然 


(见练习 6.2.3), 且仅仅假设这些性质成立.但并不证玥.例彳 
厶的夹角.因为6与6是标准正交的，所以可以用两种方法推述 
第 一 ，由沒的渕地曲串公式（见练习 6.3.4) 


第二， 由 £2= xJ ^/ G t 计算公式的左边.由〆= 

說营]^ 








完整性及高斯内定理 
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發 - K __ 

也 * 2 vm ^ 2^ m ^' 

两边同时对 s 积分，并由格林定理，得 

=[ -^也- 

ipZ^/EG 

= JL _ +[去(為) + 去湯)]*^. 

由定埋 3 . 4 .1,曲面上积分的定义以及由 F=0 得到的丨 jc .X^ | -V 时 一F*-V^， 上式可 
继续 计算： 

= JJ^Kv/E^dadv 

= L k * 國 

定理6_5.3 /?是可缩的 简单闭 曲线，沿/?的完整性等于包含于/?的区域 B 上的全高斯曲 





故对闭曲线<9总的变化是 2it 的整数倍. 
面的论述. 


十•其中 A 是整数 .A S 底等于多少呢?直观地想象一下，如果芦缩 


T 缩小的过程是连续的且总的变化是 2* 的整数倍，故总的变化始终保 
以将曲线看作平面上的小 H, e , 者作一个困定向量(例如 q = (1,0)). 



2 k = ]*,(△) (*-«#)• 

移项并合并同类项， 乘以一 1,得 

-J*.(A)-J a K=— 2ir+( K -*,)+(ic-i*) + (n-* a ) 

=K — C*i + *t +*i). 

推论 6.S.7 如果曲面上的三角形可縮为一点，且其边为測 Jfe 线，那么三«形的内角和等 
于加上或戒去全高斯曲牟. 

推论 6.S.8 如果曲面 M 的高斯曲率为定值 JC, △是推论 6.5.7 中的三雋形，則 n — （*•,+ 
**4-<,) = -K • △的面积 • 

例 6.S.9 下面是剩余角的例子. S 为半径为 i? 的球面的 K—i, 所以 

-〒. 

因此，—^ 积 .因此在球面上， 

这就是传统平行公理的一部分. 7 

鲦习 <5. S. 10证明双曲平面 H 或庞加菜平面 P 上的三角形的内角和严格小于 
由上可知-曲率对于三角形内角和这样基本的几何性质都有重驀的影响.在这种意义下， 
从微分的观点看， 高斯曲 率是几何的基本构成元.下一节讨论的离斯-博内定理，其实就是定 
理 6. 5. 6的整体描述. 

6.6 离斯-博内定理 

事 实上， 任何曲面都可三角拥分.也就是说，曲面可由曲面上可缩的三角形完全*殖•这 
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( V - l ) + l = 2. 若 G 不是树.则 G 中存在一个闭链，即是一系列的边构成的平面上的一条闭 
曲线.由若尔当曲线定理，此闭链有内部和外部，故存在一个边^它属于两个面.从 G 中除 
去这条边，注意因为 e 在一个闭链上，所以新的阐像 G 依然是迮通的，且面的个数是 F —1. 
由归纳假设 (G 有 £ — 1 条边）， V -( E -1) + ( F -1) = 2, 此即是 V —£+ F =2. ■ 

练习 6.6.5 利用上面定理的证明方法，证明球面、环面、_盘、柱而的欧拉示性数 X = 
V — E + F 分别足 - 2, 0，1， 0. 对于岡盘（单位 M 的内部），利用对于平面的证明，只需去掉无 
穷大处的面.解释对2胞腔 嵌人. 为什么球面和平面均有 V _ E + F =2. 提示： 球极平面 
投射. 

如果不考虑几何性质，而只考虑连续形变下的形状，那么任意紧的可定向曲面（无边界）都 
是带环柄的球面.带 k 环柄的球面 S , 是在球面上切下两个半径是 g 的阏盘，然后沿着边界岡 
插人 K 则柱得到的.显然，球面是 S „， 环面是 S ,. 

练习 6 . 6.6 证明在 S , 上.图像的2胞腔嵌人满足 V — E + F =2 — 2发，因此无边的紧的可 
定向曲面的欧拉示性数是 2 —2 g . 事实上，对于无边的紧的可定向曲面 M 来说，在冋胚的意 
义下，欧拉示性数决定了曲面. 

_ 练习 6.6.7 练习 5. 4.9 给出了环面一个度傲，使得高斯曲率 K 恆为 0. 利用高斯-博内定 

理证明环而上不存在度设，使得 K <0, 且存在某一点，在此点处 K <0. 这表示像欧拉示性数 
这样非几何的不变 ii 也能限制曲面的几何件质.进一步，证明仟何 IE 高斯曲率的曲面能够形变 
为球面.事实上，这些曲面拓扑等价于球面. 

尚斯 - If 内定理的实质是什么？例如.球面经过仲缩和旋转变换产生了不冋的几何曲面. 
图 6-7 中的卷饼就是其一. 



m 6-7 卷饼 


即使这押曲曲 的萵 斯曲率明显不是常数，但 W 为这拄曲面是由球面形变而来，所以由岛 
斯-陴内定理知企高斯曲率都是 4 tt . 即在整体不变馕 X 影响下的形变曲而，决定了一个整体几 
何不变 M -全岛斯曲率 . 由形变不变 M 限制几何性质的想法得到了数学中很多很 m 要的结 
论.在这方而， A 斯-博内定理是现代微分几何和代数拓扑大部分 秸制的 起源. （[ Got 96] 中有 
关于卨斯-陴内定理和欧拉示性数的有趣的内容 .） 

6.7 高斯-博内定理的应用 

岛斯 -陴内定理还可以通过 其他的 方式约束曲面的几何性质.下例说明它如何影响测地线. 
练习 6 . 7. 1 ( 单叶双曲面）考虑单叶双曲面 M : x 2 + y - z 2 = l . 旋转曲面 M 的参数方 

程为 























+ J KdA= 2«X (究) 



W 的面积 = 2 W . 


关于 R 3 中闭曲线的著名的优美的雅可比定理可以作为定理 6.7.5 的推论. ■ 

推论 6. 7.6( 雅可比分半 定理） 设|*(«)是硭中的单位速度闭曲线，且在 o 上处处 *>0. 

NU ) 是 a 的主法向贵，且杬《为^的闭曲线.若 N ( U 是 衝单* 线.則 JV (.0 曲成的 S 域面积 
是 2 n . 换句活说， NG ) 等分 S * 的面积. mH 

证明设 r ( s > 表示 a 的 MMrix , 将 r ( f ) 再次#数化使其有单位速度，则 r ⑴是 S 2 的单 
位速度闭曲线且其 untrix 为 

r(,) = f - f s - ^ N(1) s= "- N<,) z = NM - 

因为 T 的丨《!打&是《的主法向量 JV , 所以由定理 6. 7 - 5 知， 雅可'比分半定理成立. ■ 

高斯-博内定理在本书中*后的应用是阿达马定理.由带有拓扑特征的曲率条件得出很强 
的几何 结论- 下面*接 l ! Che 67 ] 中的讨论.称曲面是凸的，如果它位于每个切 年商的 同一侧 • 

曲面是闭的，如果若它是*的且没有边界. 

定理 67.7( 阿达马定理）若 M 是 R 3 中闭的可定向的曲面， AK >0. 則 M 是凸的， 

证明由离斯-博内定理，0<|^从《-2|^的-即狖初）>0.由练习6.6.6,«奶= 2且 
J M KdA = 4 it . 

考虑高斯映射<；: M - S s . 回忆负的形状控 侧函数 一 S , 等同于在 p 点的导出映 | tG . (见 
2. 3 节). 因为高斯曲率是 S , 的行列式，所以 IC >0 意昧着对所有 det ( S ^)>0. 即对任 
意的 P， G •是可逆的线性变换.根据定理 2* 3* 8,存在，点的开郭域 O ,， 使得 G : O.-^KO^C 
S 2 是到开集 G <0 # ) 上的一一对应，且存在光滑的反函数.（换窗之 q 微分同胚于 G ( CV .) 这对 
任意的 ，€ M 都是对的，故 G ( M ) 是 S 2 中的 开集. （也就是 G ( M > 中的每个点都包含在某个 S J 
的开集中，而这个开集完全由 G ( M ) 中的点构成).而 Ai 是*的，所以由命题 2.1.4 知 
G ( JW > 也是*的， H 此是闭的.所以 G ( M ) 是连通集 S * 上的既开又闭的 集合. 由嫌习 2.1.2, 

C ( M ) = S Z 

现在要证明 G : M + S 2 不仅是拜上的还是 一一 的. 般设 不是，则存在 M 上的*， y 满足 
C ( jc )- G ( y ). 设 a ， O , 是由反函数定理给出的两个小邻域，可以傕设它们不相交.因为 
G ( x )= C ( j »), 所以得到一个非空的交集 V »» G < C ^> riGce ?,). SW = G |^( V >, 因为 
G ( G |^( V ))= VW « GCAi - W )= S *. 0为 G ( M - W >= S * 且 G ( Af - W > 可能 J ^ S : 的多重裹 
盖，所以由命题 3. 1.8,有 

J«-w KdAaS G(M — W > 的而积彡 4ir. 


[3181 
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f Kc\A = \ KdA + f KdA >4 jr . 

J M J W J M W 

这和前面计算的结果 f KdA = 47 T 相矛盾.因此， G 是一一的且是到上的映射.由反函数定 
J M 

理，局部的反函数（整体的反函数的限制） CT 1 是光滑的.即 G : S 7 是微分同胚. 

最后.来看由 G : M — S 2 是一一的到上的如何得到 M 是凸的.因为 G (/ >)= L 7(/>), 中 
1/是 M 的单位法向鱿，乂 G : M 一 S 2 是微分同胚，所以对 R 3 中的每个方向1；,仅存在 M 上时 
一个的点 P， 使在这点指向 V . 故选择一个方向 t ； eS 2 并找出唯一的满足 L 7(/>)= t ； 的点 
户 6 M •取/>点的切平面 7 VM ), 并沿 v 方向移离 M . 定义函数/: M-R ,祐中 /( g ) 等于 g 沿 
v 方向到 7%( M ) 的距离.因此/是连 续的. 又 M 是紧的，由命题 2. 1.4 知/在 M I •.有最小值 
讲, 反向移动和 M 接触的第一个点就是取到最小值 m 的点.由此看出， L 7( w )= t ； = 
卩(户).这和法向批的唯一性相矛盾.除非川 =/) .因为 p 恶距离移动后的 7%( M ) 最小的点，所 
以将： T ,( M ) 移回/>点的时候， M 的所有其他点位于 7%( M ) 的一边 • 因为/>是任意的，所以 M 
是凸的. 圓 

6.8 测地极坐标 


煨后，对于推论 6. 5. 8的内角和定理，可以选择另外一种标架.虽然在前面第5章提到测 
地极坐标的概念，但并没有描述它的结构，下面要给出它的结构 • 现在我们关注的是在研究内 
角和定理以及曲率对于整体几何性质影响的其他例子时，利用测地极坐标给出的另外一种方 


法.对于测地极坐标完全的（且严格的）讨论相当有技巧性，在这里就不详细叙述.一个很好的 
(且相当基本的）讨论见 [0’ N 66]. 本节许多工作也和它 相似. 细节问题留给读者自己去验证. 


固定点设 jc («， p ) 表示部分平面的映射. 
其中 v 表示 p 点的单位切向贵 w 与固定单位切向贵 
的夹角， w 表示沿着满足 a (0) = />, «/(0)=设的单位速 
度测地线 a 的“距离”. 更具 体地，设 e ,, e 2 是在 p 点 
互相垂直的单 ■ 位切向银.记 w = cost ; e 1 + sinv ez . 
X ( u ， v)=a w (u) , 其中，下标表示 cr 是由 w 决定的，而 
w 又山#数 t ； 决定.当然必须限制“使得^：。， v ) 有定 
义. 故 xU, i ) 映到（一般很小） p 的邻域.下面的关键 
结果由反函数定理推得，这里不予证明. 



定理 6.8 •丨 当 tt >0 时，映射 x ( m ， v > 是坐标补片，即 jKm . w ) 是有光滑反函數的光滑映 
射， 且是从平面上的开集到的开邻域上的映射.当《>0时，它是-映射. 


注意这里不包含々点.不包含的原因是因为通常的极坐标不包含平面上的 原点. 正如我们 
所说.这个坐标补片被称为测地极坐标补片. 


练习 6.8.2 利用直线是平面的测地线（通常的欧几组拇度挝），证明关于原点的测地极坐 
标正是通常意义下的极坐标. 


练习 6.8.3 设6=(1，0)，^ 2 = (0, 1), 对于单位球而上的通常的坐标补片，变换 u ， v 














这也表明曲丰应该由的二阶导数给 出. 下面的重要练习 IMET 这一点. 

»习 6.8.8 证明 K =一 ( l / v ^)( v ^)-. 首先对 (V 巧)-的表达式利用链式法则，并比较 
"=1 代人定理 3. 4. 1中所得的结果.可得沿径向期地线的雅可比方程 (#)_+ ld =0. 
为了 从渕地 极坐标的角度考虑角的剩余定理，必须考虑由非径向地线和径向海地线构成 
:角形.设 y 是和径向簡地线 0 («)=*(«,叫)相交的单位速度的测地线，记 7 (0~ jc ( u ( f ). 


上述的计算给出了渕地线的交角和(沿径向瀏地线）的变化 
率之间的关系 • 把上述结果应用到由两条径向_地线和一条 
非径向洲地线构成的三角形，得到角剩余定理的另外一种证 
明（推论 6. 5.8). 

鲦习6.8.9(参考[00沾9]> a ( K )= x ( u . « b >. fi(u) = 

Jt («， V ，）是 JVf 的两条径向拥地线，1；(<)>是財 
的单位速度测地线.如图 6-10 所示.证明 
\^K=A + B + C-n. 

提示： （1) 利用测地极坐标》 (2) 由全离斯曲丰公式开始，并辁证下述结果： 

JJK y/EG — F l dudv 

= JJk 

= JJc _(V6) - d，<dt， 

=J(l-(^).)dt» 

= i > + L # 



W 6-10 »地三角形 


= A + B + C — w . 

从一开始，仅在 peM 的邻域上建立渕地极坐标补片.如果廷展坐标补片——即使到它的 
边界上——也有可能会丢掉了坐标朴片的性质.也就是说，可能丢掉了 一一 的性质 • 或者存在 
—点 * (叫， d 使得 G(«o, T»)=0. 此时就不能保证坐标补片的正则性.我们可以分析这一情 
况，且由此将再一次看到曲率对于几何性质的重要影响 • 

设* ( «，X*)是 Ai 上极 点为户 的渕地极坐标补片.若以叫， 功 = 0则称多=»(«0, v) 为沿《决 



































平行以及由它 衍生的 完整性是很难理解的 撅念. 从3维空间来看 • 沿曲线平行的向董看起 
来怎么都不平行，那么怎样才能够简单合理地理解平行和充整性呢？利用定理 6. 3. 5可以将充 
_整性从简单易懂转化到复杂(且不直 观). 以这种方法来看，完整性就 ft 把简单的局部釣几何性 
质拼成一个整体的结构的自然反映，从而也就变得复杂了. 

首先来看 Maple 怎样表示球面的充整性.想法如固定球上的一个切向董以及该点的标 
架 E ,， E ? . 通过定义的环并取 =5 u 65({ u -2 »Pi * i / n . £*> 建立沿纬度 B 均匀 































> display({coneplot.spbereplot>.scaling-consti 
orientation-[0,90].lightoodel»light3 )； 


T ® 考虑本节的主 要问® • 即用 Maple 理解完整性.巳经知道，沿球面的纬度圆的完轚性 
等同于某个适当的圆锥的平行岡的完整性.因此如果理解了围锥的完轚 性， 那么摁_上也就理 
解了球面的完鵪性.定理 6. 3. 5证明等距保持完轚性不变.面旦练习 5. 5. 5表明圆雄可以等距 
地展为平面上的扇形_因此，乎•面 t ： 的平行向锇必然由围锥展开过程中的平行切向董变化面 
来- Maple 极好地演示了这些切向董的演变过程. 
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> display ( seq ( holounroll ( i /20, sqrt (3),15,1,1,-15,50), 
i *0..20), insequence = true ); 



[3331 围 6-12 平行向歎的展开 

由图 6-12 知，切向 ft 旋转了 tt . 这是为什么呢？由练习 6. 3. 12知沿 脚锥的 边界曲线的完 
整性等于 27 tsir ^， 其中4邸=1//1^.上述命令中取 故 sin — 1 / 2 . 即 #=7 t /6, 则 
完 tt 性恰好就是 Tt . 即上面圆锥的边界曲线恰好是球面上一 tt /6 的纬线圆. 

练习 6.9. 1考虑图 6-12 中扇形的边界.证明完整性等于 27 r S inA 提示： 比较切向世与 
_ w - 参数曲线（子午线）的夹角. 


第 7 章变分法和几何 

7-1 欧拉格朗日方程 

在以前的章节中，我们看到了一些使得某些量趋向于极小化的几何量.例如，测地线试图 

给出最短孤长，面极小曲面(包括其物理模型肥皂泡〉是试图给出具有最小面积的 曲面. 当然我 

们也看到有的测地线不是最短孤长的曲线，极小曲面也不一定是具有最小面积的曲面.本章中 

我们利用变分法研究这些 现象. 变分法的原则体现了几何的（和物理的〉极小化的趋向.介绍这 
—方法的书有 [SagS 2 , Wei74, PinS 3 ] 等等. H 为变分法的基本技巧是很流 行的， 所以我们将 
研究这些被变分学家称为朴索的理论.无论如何，我们将看到变分原理和力 法跟 几何性质的密 
切关系. 

以下是$分法常用的 结构： 设1 = 0：⑺表示 f 的函败且有固定端点 x( w 為， 

如图71所示.由此我们通常把: r(£)W 成是连结端点的曲线.实际上 • 因为函数; r 可以是„维 
空间的 曲线. 所以要注意这个可能性.特别地，我们可以认为曲线 x-(*» 
是粒^相对于时间 Z 的轨迹，这是力学的观点.霱要立刻指出一个 PJ 能出现的很淆.上面使用 
的是标准的力学记号 •••• Jt-CO), 面当处理几何问題时 • 我们大部人更习 
惯于使用 坐标. 即我们以 *r 表示独立的变 ft, 以: y==：v(x> 表示问顢中的 函数. 这样就不会出现 
符号的混淆. 



03 7-1 团定蜩点曲线 


连结给定端点有很多可选择的曲线.若我们加上某些约束条件，就可以从中选出特殊的 
xiO . 例如，有以 T 定义. 

走义 7 _1， 1( 固定嫌点问題）求满足 •rOohjr。，jr(t,>=jc •的曲线 jr=：r(0, 1使得下列 
枳分取得最小值： 



其中 /(«• J：， 士>是6 ：*：和/ =dx/d/ 的*數，1后两个是线性无关的变量. 

供 7.1.2 表示粒子沿; r 轴运动的动能 • 因为势能依赖于粒子相对于具体点 

為的距离，所以可记 V—V(|j —； ^1〉.以后我们将看拜，由哈密顿原理，粒子I ■:的运 
动轨迹是使得积分 

/ = J(T-V)dl=Jl/2»* J r*-V(|x-* c \)dt 

取得极小值的曲线.（实际上，下面我们会看到，这并不十分准碗.哈密®原理只要求这个积 










其中 /(a y , 注意这里使用的是微分的通常记号. 

为研究固定端点问题，首先要认识到，正如普通微积分一样，我们找到的是局部极小面不 
是轚体 极小- 就像通常那样，为了认识极小曲线: r ( f ), 取 J 相对于£的导数，同时注意，因为 
根据假设 X ( I ) 是极小的，所以 e =0 时该导数为零.关键是由下面的结论我们可以在积分符号 
内取导数. 

引理 *7.1.4 若 /(*• >0和 3/( e , 是连铁*教 ，埘 

证明令 a (*>=£ au ,： v ) 办•我们需要证明这个积分关于*的导数就是 A ( e 〉. 因为在二重 
积分中可以改变积分的顺序（即富比尼 定理〉 ，所以得到 

= ££/.C*.>>)d*rd>> 



因为第二项不依赖于 *, 所以由微积分基本定理得 
A(c)*= H A(c)dz 

这正是我们想要的结论. ■ 

利用这一引理，我们分析刚剛提及的 问題- 假设 ⑽) 是使得积分:⑴, i •⑴油 
取到极小值的 曲线.令 〆 （ rt =* t (*〉+ e 9( f ) 是：!•的 变分. 也就是说，认为 6 逐&变小且 
^' )=0 - 因此曲线«>依然连结為， i ,， 而且趋近 i 注意 i _= x + e j ， 可以把积分 J 看 
成是参数*的函数 

J<*) = +«7，i + e 分） d/. 

为确定最小的: Kt ), 取 /对^ 的导数.因为由链式法到， 







所以 


又因为在 e=0 处， x-a>=x(/). 所以有 

0 ■呈 LC ^ +剖*. 

对上面积分的第二项使用分部积分.设 

« = — » dv = ndtt 
3x ^ 

计算得 

— 

最后一个等号成立是因为 y«c> =0=90,〉，所以第一项为零.代人上面的方程有 

。0-1">丢0 

聽 ))*• <*> 

此方程对每一个满足的函败 v 都成立.这说明什么问 题呢？ 下面的练习提供了 
—个 解答. 

*习 7 .1.5假设连续函数 ：v=/Or> 在点為为正，证明可以找到函数使在某区间 
Ca. A] 的积分 



提示* (1) 画出 /( x > 在 x 。 点附近的图，对于办附近的点 X ，说明 / Cr > 的锖况, （2) 作一个保 
证 t 而积分为正的“凸”函数 lyCi ), 方法是画出在相同坐标系下它与 /(： r > 在 jr D 点附近的图 • 
(3> 回忆正被积函数的积分为正. 

这个练习告诉我们只有一种可能使得方程 （* >对任意的 7 成立，即必须 

这个方程称为欧拉-拉格朗曰方程，它给出了 0：(£>为极小曲线的必要条件. 

定理 7.1.6 若 x = jr (*> 是固定鵁点 R 题的极小*线，满足欧拉-拉格籾日方租. 




证明由变分 /=:r+ eV ， y *=3r+eT 可褥 



= j : 碟-娘 )kjm 總 ))-«• 

而且对任意的 ？ ， r 方程都成立当且仅当下面的欧拉拉格朗口方程成立： 

鎵习7 ■丨 .8 假设 J 依赖于自变量 f, s , 令 

/ =|/(/.5,x(i,5),i t «,i),jr,(t,s))dtds. 

证明由满足 7 lr=0 的变分 s )^ x ( t , 5)+«^, s〉 可得 

其中 c 是积分区域 w 的 边界. 进面回忆格林定理 • J^_Pd«+Qd s =JfaQ/ 办 +a/>/a s d/ds, 令 Q : 
^ 3 f / 3 x .). P =^ 3 f / 3 x ,) , 利用 7 | c =0, 计算积分的后两项•得 

JK^ ,,+ ^-) dtd, H [ ，恩 +0 於 . 

代人原始的积分，有 

o = |^( K -鼓-盖)祕- 

最后 • 论证由此可得两个独立变量的欧拉44格朗日方程为 


K _ S (^)- S (^)=°- 










其中 f 是常数.提示 s 左边求关于 < 的导数，不要忘记利用链式法则 . 

鲦习 7 .1,11证明若 3/0: r = O , _：!：(«) 满足 欧拉拉 格朗日方程当且仅当 a //3 i = C , 其 
中 c 为常数 ■ 

鎵习 7* 1.12 证明积分 

J/«,x,i)d< 和 J/(t,x,x) + ^^^dt 

的欧拉 ■•拉 格朗日方程相同.特别地， 当 g<“ 时，其中 <：是常敫, J / d / 和 JV + Od / 的欧拉 

-拉格朗日方程相同 • 在讨论雅可比定理 7. 7. 6时要用到这一亊实. 

鎵习 7.1.13 求固定端点问題 

的极值曲线 1 (<>,其中: t (0〉=0, x ( n )=*. 

» 51 7.1. 14求固定堆点问题 



的极值曲线 or (0, 其中 jt (0) = 1, x ( l )=4. 

鎵习 7.1. IS 求固定端点问® 

/ ={" ， <i*-x I )dt 

的极值曲线文“>，其中 jc (0>=0. xCk /2)=1. 

嫌习 1.16 下面有一类问題，求出的极值曲线是极小化曲线（同时给出计算/值的简单 
方 法〉. 考虑满足1(*。〉一勾， *<0=6 的固定端点问题 



的极小值曲线，其中 9 =9⑴是任意光滑函数. 

(1> 证明若 x »: r (0 是/的极值曲线，則 J =〆 :认）一 〆 因此可以 
求出极值曲线的 J 值. 

(2) 证明若:⑺是 J 的极值曲线， 且疒 满足剿 










提不，分部积分后，除了第一项不为零以外，所有的项都 不变. 论证欧拉-拉格朗日方程成立 
是因为最终的极值曲线可以看作是固定靖点问理的极值曲线，使得极值曲 线在* 时恰好是 

i(*l). 

注记 7 , 1.18 前面的练习睹示我们不是所有的变分问顯都是固定靖点的.实际上，很多 
时候最终的时间“和状态都是不确 定的. 同这—练习—样，此时欧拉-拉格朗日方程依 
然成立，同时满足.个附加条<1■(有时被称为横截性条 件〉. 而这就是下一节要研究的对象. 

7.2 横截性和自然边界条件 

很多变分法问班不能用固定端点问题的方法解决，简单归纳如下. 














证明设■]^/(« 0 0办是*, 的函数.根据引理 7.1.4 和微积分基本定理， A 
的偏导数为 

A. *= J /,<«.y)dy» A* — /Cc»w). 

由链式法则， A 对 e 的全微分为 

莹=〜+〜尝. 

因为切=-*(®).所以作代换 《;= g(«), 就得到想要的结论. ■ 

一旦我们知道怎样微分上限为 € 的函数的积分，就可以修正之前的欧拉-拉格朗日方程的 
微分.因为 e=0, x*(«)-xC/). 所以 

- J ! »華、， 

其中 

o U:B + 艿神 +»■(*■»• 

因为 V Uc)=0, 所以积分里的第二项通过分部积分计算可得 

OI ▼嫌 

代人上面的积分.有 

若 Wt) 是桷足终点在曲线„上使得 J 取极值的广义问理的解， 》U(0 也是终点为: c(f,> 的固定 











这时横截性条件变成 


(3451 


=- 0 . 

这是终点固定在 a 的情形，但最终的时间是不确定的.0此，这个横截性条件是解定义 
7. 2.2 中问题的必要的附加条件. 

»习 7.2.8 求 _；=£/(*,: c ( rtor (0, i ,： ir > d £ 的极值曲线，其中起始点固定在3维空间 
中，终点位于由 g ( Z , a ：， 3^=^给定的曲面上.证明这种悄形下的自然边界条件为 
/(/. ) - (*.(<，> +«,(«,) iC /,) + g ,(0 > Cc ,)) > = 0， 

fOi ) — < g . U ,) + g r Ux ) xiti ) + gykti ) yC « i )) )=0. 

为证明这些关系式，对每个函数 {即 Jt ， ： y ) 运用定理 7.2. 4的证明.抑先取变分 X - 和 *,•, 保持 

极值曲线中的: y 不变诱导自然边界条件-然后对: y •和/「，： r 作相同的工作.注意当曲面形如 

函数 jc ， y )^ t ~ hix , : y ) 的图偉时，条件变成 

/(«, )*,(<, ) + ci-A,a,) xa.) - a 〆*, >><{,)) > = 0 ， 

/(“ )*/f, ) + <i-fc,Oi) la,) >a,» ^c«.) =o. 

I * 习 7.2.9 利用练习 7.2*8 的自然边界条件，证明3攀空间中一点到面 g ( x , y , *)=r 
的距离的极值曲线必然垂直于这一 曲面.提示： 证明极值曲线的切向量平行于由 g 的梯度给出 
的曲面的法向 *. 

鐮习 7.2.10 : cC 0>=0 旦: r ( l ) 不定，求下列积分的极值 曲线： 

£(x* 十 i* +2xe , )6t. 

tt 习 7.2.11 且 jr(2> 不定，求下列积分的极值 曲线： 

^x + ^^Jdl. _ 

#5 7.2.12 x (0). jc (1> 不定，求下列积分的极值 曲线： 

J\x*+xx+x+x)dl. 

«习 7.2. U 工(0>画1旦: r ( D 位于曲线 x ( l >=2 十 (* 一 1>* 上，求下列积分的极值曲线： 

1：^- 

7.3 基本例子 

变分法的讨论如果不涉及最速下降问题就不算完整.这个名字来*于希臢语 brachist 和 
chronos ， 这两个词的意思分别意味着最短和时间.问题本身如下. 
























y^fx+r. 

即为平面上的直线方程-因此弧长积分的极值曲线是直线.事实上，这个极值曲线就是使得孤 
长极小的曲线. 

鐮习 7.3 .S 利用单变*解平面上的最短距离问题，即弧长为 JVl + y (^ dx . 

供 7.3. 6假设我们要求从固定点到曲线的距离是极小的，那么由定理 7.2.4 上可得到什 
么条件？这个距离是弧长积分(其中极值曲线的参数形式为 U , > U )) ( B 
标曲线写成隐形式 g(.x, — r . (在: ry 坐标定理7_ 2. 4中的横截性条件(在: r , 点) 是 
VT+7^*,-(^ + ey y^ = o. 

化简得到 



:/是 曲线与极值曲线交点处的切线的斜率，1/^是由株度(心， g ,) 确定的直线的斜率.因此 
极值曲线与目标曲线相交于梯度方向，即垂直于曲线的切线 • 所以通常悄况下，距离极值曲线 
和目标曲线垂直相交 - 

例 7. 3* 7( 旋转曲固的最小面积）我们已经知道极小旋转曲面是悬链面，旦最小固积曲面 
是极小曲面，所以这一问题有另-解法.旋转曲面的面积为 
A = 2it|wi+y 7| *k. 

鐮习7.3.«上面曲面面积积分中的被积函数与 JC 无关 • 欧拉-拉格朗日方程化簡为 

解可分离变童的微分方程得 y =- ccosh ( jr / f _< i >， 辁证悬链固是旋转曲固中唯一的极 
小曲面.0为* 链面只 在某些特定条件下才是给定边界时的最小面积，所以这个例于再次说明 
了极值曲面不一定总是极小值曲面. 

鐮习 7.3. 9设*=/(1, ； y > 是二元函数，曲面的固积是 



利用练习 7- 1- 8中两个独立变 M 的 欧拉拉 格朗日方程证明这个积分的极值曲面是极小曲面方 
程的解. 

* 习 7.3. 10 设* ^ Ikx ，：y> 是二元函数，狄 昶克雷 函数为 

A=][(«+^)dxd^ 

利用练习 ？• 1. 8中两个独立变最的欧拉-拉格朗日方程证明这个积分的极值曲线是调和函数. 
狄利克雷积分来*于物理和工程学 （ 见练习 4. 5. 5). 特别地，上固两个变量可以表示成有环 
形交的 B 3 柱形电容器的容积 ( 单位长度〉，类似地三个变童吋以表示电场的 势能. 因为后者在势 
能极小时达到稳定平衡，所以狄利克雷积分的极小值等于电场的势 • 更详细的内容见 [Wd74]. 



的极值曲线可以得到物理系统的运动方程，其中 r 和 v 分别表示动能和势能.显然 t , v 的 

形式依赖于具体问题 • 为搞淸这一原理的来历，我们来看特殊的1维情形，单个粒子在守恒力 

场 F 的作用下沿 X 轴运动_这意味着 F 是某个势函数 VO ：) 的 C 负的) 梯度(简化为单一偏导数>, [3511 
F =- gradV =— aV / Ar (负号是物理中的习惯问 题）. 粒子的动能： T =( l /2> mi *， 故作用积分变成 

■f = f ( 音 * - VCr>)di. 

这一积分的欧拉-拉格明日方程为 

用 F 替换第一项并取第二项的微分得牛顿定律： 

F = mi'. 

面旦注意被积函数 r-v 与 r 无关，所以我们由练习 7.1.9 中的第一个积分 /- io // ai )- 

r 得 

T-V-x^^>=c 

-^ mi z ~ V-c 

T+V=c 

E-?, 

其中 E = r+v 是粒于的总能量.这个计算意味着在保守力场中总能量是不变的 （即 为常数〉. 

这一事实说明 • 牛顿定律和能鼂守恒可以由哈密顿原理推导出来，这也说明了为什么哈密顿原 
理是经典力学的基石 • 下面我们将在 7. 6节看到哈密頓原理和几何之间的 关系. 

7.4 高阶问题 


7.4.1 商阶欧拉格朗曰方程 




取到极小值的曲线.令： r •⑺ 一: r (<) 十是 x 的变分，且要求垆知）-。， ^*.) = 0, 

0. 分 0,)=0. 所以曲线 x •⑴仍是连结為和： c, 的曲线并在终点和 xO> 的方向相同(因为 P = 

x+ e ^). m 

iCe) = JVc/.x* .i- ,x* )dt = |V«^+€7 ， x+e7 ， i+cv)dl. 

求对 e 的导数 

=0$ 卜 

旦因为当 e=0 时 * •⑴ = jc < i >, 所以 

积分号中的第二项可以通过分部积分积出 • 下面的练习告诉我们具体任样处理第三项. 

«习 7.4.1 通过两次分部积分计算第三项 

注意由 9 在端点满足的条件知，前两项为零. B 此可化简为 

。- f >[ M - 結) + 基(剖 <**• 

这个方程对每一个满足力。）：々,）〜■分(《0>画$(*,>的函数V都成立 • 和前面的做法一样 • 
可以得到关于二阶问题的 欧拉拉 格朗日方程. 

定理 7. «.2积分 



a £~Un) + M^) =0 - 

这里要求 : rOo>=jc 0 , x((|)-x,. x(«o)=x 0 , Ai(«,)=x,. 

*习 7 . 4 .3如果定理 7.4.2 中的拉格朗日被积甬数 / 与 i 无关， ffi 明欧拉-拉格朗 H 方 
程化简为 

-滅卜 









國其中由5 1 Jyr+T^tLr % ds^v^F^Lr. 其中杨模£：和惯性力矩 ，决定 了比例常数广 Ef/2. 
这里压力 P 也做了功，这由曲线回复到原先形状所需要的功决定.即 
狄一 -P(j" o Vl +y ，f dr — l), 

其中 L 是杆起始的长度.弯曲杆的总势能为 

”11 ?r+^ji7r dl ~ p (Jo^> ，idr ~ L ) 

-J> n+^ _ p (^i+7^-Ddz. 

前面的负号是因为弯曲的杆长度增加了，所以使樽分子远离的运动产生的排斥电场导致 
势能的减少. 

S 为当1/最小时杆达到乎衡 位置. 所以它是高阶的变分 问题. 注意端点条 件是； y(0)=0, 
: y(L>=0( 即端点是定的），同时;/(0> = 0且不定<即左边保持其形状面受压的右边自 
由）. 由这种情形的自然边界条件 "J 以证 W/OJ=0( 见练习 7.4.9>. 由定理7.4.2,高阶的 
欧拉-拉格朗日方程 (用〆 :^代特^:( ⑴为(做 一些化简以后> 

— Wy ** + py(i ，* >* + 2 M y M a + y，* > = c(l 十: y，* )，' 

最小偏差理论很设弯曲的杆总的形状在某种程度上通近于最初的杆.相应地就是 I y I和I /丨足够 

小以至于它们 高于一 阶的乘方和乘积都可以忽略 不计. S 此在这一很设前提下，微分方程化简为 

Py r + 2 /<y* = c. 

这个方程的一个解是（其中 c^P/^)) 

+^tan(a»L)cos(«ax) — -%Mnf&»jr >. 

回忆为了得到这个解，我们将问题分成两 部分： 首先求齐次微分方程 y- 十 „*；/=() 的通解，然 
后再求原始方程，+«*：/=<：的 特解. 与齐性方程对应的代数方程 d 3 wd = o 的解是 d=o 







和 D=±i^ 因此，齐次微分方程的通解为 
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y* = * + Acos(a»jr ) + fisin(atx ). 13561 

为求非齐次嫌分方程的 特解， 我们通常猜渕方程右端项.闼为常数是齐次微分方程的解的一部 
分，所以我们考虑: y, = fCjr- 计算: y P 的导数并将其带人致方程得 w z ff = r, 进而 K = C /J 且 
y p = (c/«,*)x. 于是非齐次微分方程的通解为 
y t +y p 

= *4 - Acos(aix) 4 - 6sin(a»x) + 〜 x. 

由条件: y(0〉=0 和/(0〉=0得*=-八和 Bs—f/J， 由自然边界条件 /a〉=0 得 
A = -^-tanCatL) =— b. 

最终: y(x) 的表达式为 

3»(x> + ^taniwUcoaiwxy -^sin(a«c) + ^x. 

由条件: v(u = 0 得到横截性方程 tanUL)***^， 可用 Maple 解出 《». 显然对应杆的震动有无 
数多个解，而第一个解大约是助 L=4. 4934. 第一个弯曲的临界力为 
p i ^ V(~^ 34 ). 

换言之，作用在杆上的力必须大于这个值杆才会出现弯曲.注意利用 tanUXhwL, 我们可 
以化简出现弯曲 HJ : y(x) 的表达式为 

y(xi = ~x —4 - -^fLcosltox) — -^-sin((tfjr). 

类似地，可求巧，等等.只有更大的力出现才会有更高的弯曲模逛.在 7.10. 2小节，我 
们运用 Maple 给出 r 前气个模型，如图7-8、图 7-9 和图 7-10 所示. 

结习 7 .4.«当长度为 L 的悬梁重螢分布为 P( x〉， 用函败表示偏转后的位置.由弹 
性定理知，这个稳定状态(即平衡〉的势能为 

^(3») >*-/»^>3-)dx. 
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7-4.2 高阶自然边界条件 

在 7.4*1 节高阶欧拉-拉格朗日方程的导数中，我们假设扰动9满足9(*。>=9(*|>=^(*。> = 
7 (*.)-0. 如果没有这个假设，就得到下面的一般方程： 

。- ( K 1 卜剖:把)卜 

和前面一样，这个更加广泛问题的极值曲线依然是固定端点（和端点方向）问题的极值曲线，所 
以它满足欧拉-拉格朗日方程.这意味着方程中的积分为；.所以 



现在让我们看一些可能的典型的边界条件. 

例 7.4. 7( 自然边羿条件） F 固是典型的 m 然边羿条件. 

(1>假设和是固定 端点- 这意味着且上述方程可以 
化简为 

= ^/ u ) ^(<o). 

这对于任意在端点处为零的7都 成立. 特 锎地， 对于鰣足和以<。>=0的7也成立.这 






在例 7.1 5 中应用这个结论，得3那里用到的然边界条件 y a (U-0. 

练习7. 4 .1« —个初始长度为 L 的细弹性杆 • 夹住一端向上倾斜，在垂线： c=L 处钉住， 

如果杆可用:V(: r) 表示，那么势能正比 T：yU> 的曲率的平方， 

國 

其中 #是常数-物理上要求的边羿条件是; y<0>_0, y(0>=0 和 
U) 求 L/ 的极值得到关于 y 的嫌分方程. 

(W 因为 ya〉 是不确定的，那么由横截性得到的条件是什么？（提示： /(D-0. > 

(c> 由最小偏差定理， iy(:r>l 和 l/(:rH 在区间 [0. L] 上都很小.此时.求; y 的嫌分方程 
并解之得 

(d) 选择不间的 L 和力的值，用 Maple 绘制解的图像. 

至此我们看到，微分几何的不变量（如曲线的 曲韦〉 在物理问题中是怎么产 生的. 通常来 
说.它符合变分法中的物理几何原理(如伯努利原理〉. 

7 5魏尔斯特拉斯 E •函数 

对于给定的积分 J， 我们如何判断积分的极值曲线确实是极小值曲线？除了特别指出的 
(练习7-1_16>之外，有很多可能被用来判断极小的充分条件.但是对于大型问題而言，没有 
一个是特别方便的.本节我们给出一个相当直接的条件 • 这一条件由麴尔斯特拉斯得到（我们 
在第4章6经提到他关于极小曲面的工 作〉. 

设是固定蠕点的积分/ =]>(* •:的极小值曲线，另外一条连结相 
同端点的 曲线. 分别用 JO] 和■/ [i] 表示沿曲线 x 舶的 J 值.因为: r 使得 J 取得极小值，所 
以必然有 

a/—JC i3-J[x]>0. 

这个条件不可能用 f 判断极值曲线 x 和比较曲线 i. 因此为了比较 j[i] 和/[*]，我们在空间 
的指定区域比较 i (或更详细地如它的/值或它的 斜率〉 和其他极值 曲线. 当然因为并没有保证 
这些极值曲线的存在性，所以我们还需要-个定义. 




_ 曲线. 

例 7.5. 2 考虑固 定端点问题，其中 x (0>=0, J ：(2)=2, 积分是 


y= rc(i i，+j * i+j+i ) A - 

由欧拉$格朗日方程得一般的极值曲线为 

xiO = f + rt+rf. 

再利用初始条件得到 xU >=<*/2. 极值曲线域可以由一般极值曲线公式中的积分#数确定.这 
样我们可以保证对于最初的■/得到的是极值曲线.例如，我们可以取极值曲线域为 
jcAO^^+d. 

如果极值曲线，都经过给定的点(《， J ：>, 那么 | I /2+ rf l =< V 2+ 成.因而 £/,•£/,, 即极 
值曲线相间-因此我们得到一个极值曲线域. 

结习 7.5.3 求练习 7.1.13 中的固定端点问題的极值曲线域，其巾1(0>=0, *(«> — !!, 
积分是 

J=£(xsini + | i *) d *. 

»51 7.5.4 求练习 7-1. U 中的固定端点网題的极值曲线域，其中 : r (0> = l , X (1>=4, 
积分是 



«习 7.5. S 求练习 7.1.15 中的固定端点问題的极值曲线域，其中 x (0>=0, x ( n / Z ) = l , 
积分是 


一且得到某一问题的极值曲线域，我们就可以比较极值曲线域和连结端点的 曲线. 更准确 
地，给定积分/、端点条件和 X ( 4 ,> = X , 以及连结这两个嫌点的曲线全，在任意一点 
(*， X )定义/ X )- 经过 ( I ， d 点的唯-条极值曲线的导数 • 因为/»定义为极值曲 




其中点 ( t ， f , 位于 (*• 1 ， i )# na . x , 之间.在方程两边同时减去右边的前两项，得到 

Eit,x,x,py = a- p y 

如果我们知道例如/的2阶导向对于 p 总是正的，那么 £：- 函数也总是正的.面且如果取 E - 函 
数的积分(在任意曲线 i 上取值〉， 苺么 有自然的分解 

jE ((* Xtx */>) df s — 一 (x — /») 

= J/(l»i.x)d« — J+ (x —Jd/ 

= / Cx 3- K [ xD . 

其中是积分 

K[x3 — J(/o.x.p) + (x — ^) 

现在， 

( l ) 若 e 总是非负(故也有 Jca /^ o ). 

(2〉如果对于固定端点问题的极值曲线 I , KCx ]=/[ xJ . 薄么有 

= y [ i ]- y [ x ] = iCi ]- K [ i ] = jEdi >0, 

且： r “) 应该是 J 的极小值 曲线. 我们先证明 (2〉 总是成 立的. 亊实上，我们将证明 K 与轨迹尤 
关，即任意曲线对应的 K [ i ] 相间.因此——又因这个积分是由希尔伯特发现的—— K 被 
称为希尔伯特不变积分. 

引理 7. S .7 积分 

K [ i ] = J (/(/, x ,/>) + (x - p ) ) d / g 62 J 

与连蛄鴆 A 為和 A 的曲无关. 

注记 7.5.8 在这种情况下 />= i ， 所以对 T 极值曲线 X , K [ x 3= J [ x 3. 

这里不给 Hi 引理的直接证明，而是考虑双变*的情形，因为它在嫌分几何中很有用但又很 
少被提及.考虑固定端点问題，端点条件为 >( to )=> o * jt(/i ) = a :, , 3 »(*i ) = >i i 
积分是 

= J '" /(<« x , y » x » dy ) df . 

煆设: v (0> 是这个间题的极°值曲线，再进一步假设极值曲线域存在，且两个变 
貴的斜率函数是 



相应地魏尔斯特拉斯 E 函数是 




线积分为 f F •<!<» = JUd/H 


其中 grad 表示梯度，九等表示它们相对于下标变量的偏导数.显然势函数的存在条件是 




! aSa ； + Sfir + 5^r 









- 办 [ 盘 + 說 勢 

令其等于 

= 茲 + 1^樂+ 5^管. 

化简，并分离 3//3 JC , 得到 

艺 = 兹+謀苦 + i |^ 訾+ &兹 +/> :森 + />1 發尝 
+ ^30F t ^ +Pt U^ + Pt BBh^ 

-彔4盘^兹 + g ( 警 bt +办勃 

+ 3^(^ +/>, a 7 + /， i a ?)* 

因为沿极值曲线， 和九 = i , 所以微分可得 /*, 和办满足的等式，即 

卜苦+，•势•若， 
"£ = M ： +p '^F, +p, ^ ： + U l ， ,+ ^k h - 

注意这是关于/的偏导数和与极值曲线域相关的斜率函数的分量的表 达式. 还可以利用极值曲 
线得到九和九满足的另一个关系式 • 因为沿极值曲线欧拉-拉格朗日方程成立，所以 c 用 P , 
替换记号^>利用链式法则，得 

蚤(盖) = 兹 + 九兹 + 内兹 

因为这和上面的式子一致，所以我们得到了所要的 等式. 因 此因到 我们的主题，所有式子都成 
立. 所以我们证明了 （1)( 因为<2>类似可证），从而 K 与路径无关. ■ 

推论 7.5.10( 魏尔斯特拉斯 条件〉 如果轨迹 ( jc ， y ) = ( x («). : y ( t >> 爲于积分为 J 的因定 
端点问 Jlfi 的极值曲线域，且 


证明虽然前面已经说明这一证明比较简单，但为了方便和完整，重新做一遍.设 i 表示任 
意连结端点的曲线.因为包含 i—A 和》一朽的项为零，所以对于极值曲线 (a y >，K[U, y )]= 




又因为 E>0, 所以 


△J = |E(f •■£■，_)) •■i.dy ， /*, ， /> 2 >d/ > 0. 

因此. JLiSt, i )3>/ C ( x . y)X _ 

结习 7.5. U 对于单变量; r 的情形，证明 K |>] 与路径无关.然后证明若 x 属于极值曲线 
域. 且 E (“ x , i , p)^0, 則 1 是_/的极小值曲线. 

例 7.5. 12考虑: r (0>=0, jK 2>_2 以及积分是 

J =* f +xjf+x + i：)dt 

的固定端点问题.是一条极值曲线，极值曲线域可定义为以下计算 


魏尔斯特拉斯£：函数. 

E(l,x,i,/»)= -|-X*+Xjf+ X+X—y/>* —xp—x~p— (x — />)(/> + x + l) 

= \^-\p t -ip + p t 
= \^+\p'-ip 
=|[夕一2办+ 〆 ] 


H 此， x(*>=<»/2 是 J 的极小值曲线. 

例 7-5.13( 最通下降问题）假设最速下降问題有极值曲线域.于是 E- 函数形如 


Vuil + p 7 ^ 

_ y/l + U ^y/l 4 - ^ — 1 — pu 
y/ud+p 2 ') 


其中 II 表示长度，•表示点积.故由施瓦茨不等式，得 


因此摆线是最速下降问题的极小值 曲线. 比较 [HK95] 尤其是 [Law^]. 




函数，并证明直线的确给出平面上两点间的最短 距离.提示： 模仿最速下降的例子. 

结习 7.S.15 证明对于有最小面积的旋转曲面的极值曲线，魏尔斯特拉斯 E- 函数总是非 
负的(见练习 7-3. 7和练习 7. 3-8X 悬链面不总是最小面积的原因就是过了某个特定点，它不 
再厲于极值曲线域. 

练习 7.5.U5 计算练习 7.1.13 中的固定端点 问題的 魏尔斯特拉斯 E- 函数， 其中； c(0> = 
0， x(ir)=n. 且积分是 



证明这个极值曲线是极小值曲线. 

«习 7.5. 17 计算练习 7.1. 1 4 中的固定端点问題的魏尔斯特拉斯函数，其中 
1, x(l)=4, 且积分是 

/ =£( x *»+ x * x ) d /. 

证明这个极值曲线是极小值曲线. 

«习 7.5. 18计算练习 7. 1.15 中的固定嫌点问題的魏尔斯特拉斯 E - 函数，其中： c (0〉= 
0, x ( n /2)= l , 且积分是 

ffi 明这个极值曲线是极小值曲线. ° 

«习 7.5. 19计算固定期点问題的魏尔斯特撕 E - 函数，其中 x (0>= l , xil )= U 且积分是 
证明这个极值曲线是极小值曲线. ° 

魏尔斯特拉斯 E - 函数是验证极小值曲线的有力工具.不过 • 它也不是万能的.例如，通 
常证明的 E >0, 仅当在某*特殊的代数结构下 成立- 特别地我们证明对任意变量 
而不是利用斜率函数的特殊性质_这很简单， W 为关于 p 的性质用处不大.因此，对于简单问 
题要证明 E 函数彝负性并不难，对于比较复杂的问题这个代数复杂度就呈指数上升.其次， 
极值曲线域的存在性没有保证- 实 际上，雅可比微分方程类似于弟 5 章的共轭点，它可以确定 
极值曲线是否属于极值曲线域.特别地对于测地线，这也解释了为什么通过渕地线的共轭点就 
意味着测地线小是最 短的. 一般的雅可比条件并常复杂，有兴*的读者可以参考 [Pi n 93], 也 
可以看 [B_i46, Ew,85, Sag923. 在下面例子中对测地线问题作粗略的 介绍， 详见 [H s i8ll 
练习 7- S .2( K 复习雅可比方程）假设 V 参数曲线 0 (汾 =*(0, v ) 是连结两个固定端点的最 
短距离的渕地线，且《-参数曲线■»(«，《。>是正交于《的测地线.实际上，可以证明在 c 的邻 

近区域内总是存在这样的坐标补片，这时参数„，^称为费米 坐标. 取^是^的弧长参数，则 

度量系数 E=l, F=0, G >0 且 








率 K=-G..(0, t»)/2. 提示： 利用定理 3. 4. 1. 

考虑 a 的形如 TO 的变分，其屮 e 很小 • 且 #fl)=0, 9(6)=0(a(a), a(« 是 a 上 
的固定端 点）， 丁是孤长积分为 

/(e) = +C(e9(t»),v)dw. 

因为假设 a 是最短距离，所以对£的导数为 

0 = ^1 U' t+C ■” 」 | . 

又因为》给出了弧长的最 小值， 所以》长函数的二阶导数(在 e =0> 必然非负.因此 

髮 = J* [2 ，， +0^1^ n l +G~C2w^ +C-”jr2eq ' ， +G_”]/2^Wd dL 

2[2g /, + ][V ” 二 + G] — [2ci7 #l + C m nJ ^ 

求 e=0 的值，得 

髮 j = j* 2[2g /2 +G_<0^^^G(0 ， v>— 

=|* (2〆* +G,,.(0*»)^)dt；. 

这是因为 G(0, r/) = l AC.(0, v )=0. 如果 《 是连结端点的最短距离的渕地线，那么作为函 
数 J(e> 的最小值.上述积分（即■/的二阶导败〉对于所有满足 9 ( 0> =0=7«»>的 7 必然非负•而 
IHH J 的二阶导数的被积函数是/(V，炉 9 '>，所以使得积分取得最小值的 p 满足欧拉-拉格朗日方 
稈- 这样我们就得到了雅可比二阶变分问 JK. 即我们必须计算 J 的二阶导数的欧拉-拉格朗日 
方程， 

2G M (0 ， r>7 - ^(4^)=0 

卜 尸。 

+ K(0,t»)^= 0. 

这是因为由 JL 面的练习 7.5.21 知 v)=2K. 显然这就是第6章的雅可比方程.以下是 
雅可比方程的解和最短长度的测地线的 联系. 回忆若 9 是雅可比方程的解，且满足 9(a> = 0 , 
? (c)=0 » 则称点 c6|>，fc] 共板于点《(假设 f 是区间 [a, 6] 的第一个具有此性质的点》.我们 
将要证明存在共轭点意味着存在 9 使得/的二阶导数为负，即 






这是因为在点 《和（ 处 ？ 是零 • 满足雅可比方 e. 所以$的二阶辱败为零.那么 f 会不会 
是这个二阶导数的极小值曲 线呢？ 若是，《满足魏尔斯特拉斯-爱尔德曼拐点条件.在拐点 c 
的-侧，■/的二阶导数的被积函数的矿导数是 2 矿，而另一俩(在处〉. y 的导败 
为零.因此， 7(0=0. 又 7 是—阶线性嫌分方程 ( 雅可比 方程） 的解， a ,(0=0. 由给定初 
值的微分方程的解的唯一性，必然有 )^=0. 这和^的假设相矛盾.因此 9 不满足魏尔斯特拉 
斯-爱尔徳曼拐点条件，即不是二阶导败的极小值曲线.因为7是这个一阶导败的零点，所以 















练习 7. S . 22 对于满足 _ r (0>= l , ^(1)=0, 积分是 

凡心以乂+“十音卜 

的固定端点问题. 

(1) 证明唯一的极值曲线是所以不存在极小值曲线. 

( 2 ) 证明 JLx2 > o . 提示： 证明 /W = £^出并利用 id /= dx . 

(3) 证明 JO ] 趋于 0. 提示： 考虑由 

{ l—f* 丄 

! £ 

0 +< 1<1 

定义的分段线性函数并计算 iCx ]. 

有很多分析极值曲线是否为极小值曲线的方法，详见 [ BU 46, Sag 92, Ewi 85]. 特别地， 
这里有一种较为常用的称为第二变分的方法，但是我们没有讨论.只是以例 7. 5. 20作为示范. 
[ dC 76] 很好地讨论 r 如何把第二变分法应用于测地线，面 COprOO ] 用第二变分法探讨了极小曲 
面是否有最小面积问 «. 

7.6 带约束条件的问题 
7.6.1 积分约束条件 

通常的变分问埋需要满足特定的边界条件.例如，在第4章中所看到的空间中围出固定体 
积的紧曲面的最小面积问题，回忆这个最小曲面是球面 （ 这一条件约束下的变分问趣，我们将 
其设计成推述聚酿薄膜气球的形状，见 [ P atl 94]). 实际上，这类问鼷以前都是下面这种2维情 
形：给定-个面定长度的闭曲线，它是什么形状时围成的面积 最大？ 因此，此类变分问题有时 
被称为等周问题（即相同的周 长）. 本节我们将对以前的工作作必要的修改从而解决这_约束下 
的变分问厢.问题的标准 形式： 求曲线使得积分 

的值最小，而且满足端点条件 ) = ；!：«), 丈丨且 









从而 

d 始 )) A ! 

重新整理，得到 


JXHL 
J >( 艺-總 K 

& 边是 7 的函数.所以等式仅当两边都等于鬨一个‘ 

f : 碟 L , 


现在可以继续通常的讨论 r. 因为 7 是任意的，所以仅当括号内的项等于零时，上面的等式才 



■5 ld/ 



S: 









切线 T ( s ) 与: r 轴的夹角.我们将会看到，在讨论哈密赖原理时假设一条线总是试图保持具有 

巖小弯曲能量的形状是合 理的. （对于这一思想在生物学上的应用见 [ Can 70], [ DH 76 a ] 和 

[ DH 76 b ]). 因此自然可以提出下面的问题：若一条线的切向量总的变化固定，且端点的变化 

为零 • 那么线会取什么形状？作为约束变分问题 • 可表述为：求积分 

的极小值 曲线，其中沢 0)=0, 択1)=0,且 j = 第一个积分$ 的因子 1/2只是为了 

计算上的简洁.求弯曲能*的极 小值显 然等价 f 求它的一半的极小值.类似地，第二个枳分的 
值取1/6,也只是为了避免后面出现分数.即对于这个约束条件的欧拉-拉格朗日方程是一； I - 

杂•=<>， ㈣ 

沉 *) = y (— s *+ s ). 

应用约束条件，得 

i = , *ilo(~T + T)=4 

因此 • 义=2且汛,> =-**+,.而且， ^ =—5*+*+*/ 是一个极值曲线域，魏尔斯特拉斯 E- 函 
_数是 E = l/2(^—p)*>0. 因此0是满足约束条件的弯曲能量的真正极小值曲线.前面我们在练 
习 1. 5. M 中已经计算过曲线0的参数方程 • 回忆曲丰为 k = 60 / As 的乎面曲线炉 O 的参数方程是 
/Ks) = (| Q COs(9(u))du,£sin(9(«))c]«). 

此例取汛就得到 了欧拉 螺线(如图 7-3 所示). 

注记7.«.3读者可比较前例和典型的有固定长度 0.6^ 

L 的弹性杆问题 (见 [Sag92]). 假设杆分稱以 ft 和札的 
夹角固定在点 (《• %>和(6,於）.杆平衡时的形状由它 
的最小势能决定，而最小势能正比于 J^O)d*. 这个问 
題的约束条件由固定的角度 决定. 投影致: r, : y 轴，得 
£ cosMj = b-a . £ sinWs = y^-y. . 因此，和用两个 
拉格朗日乘子，求积分 



B7-3 歆拉蠊线 (Conrn 繅线） 


1 

的极值曲线，得到欧拉-拉格朗 H 方程 








» 习 7* 6.5 求积分 


的极小值曲线，其中端点条件是: r (0) = 0. x ( l ) = 1,约束条件是 J = £ xd / = L 
7.6.6 求积分 

的极小值曲线，其中端点条件是 x(0) = 0,x(l) = 1，约束条件 * I = £xd/ = 1. 

«习 7.6.7 用本节的符号证明(個设拉格朗日乘子 A 彝零）使得丨为常数、_/极小的曲线 
jtO ) 同时也是使得 J 为黹数、丨极小的曲线. 

»习 7 .6.8由练习 1.1.22 知长度固定的自由兼挂链的形状为悬链线 
证明不仅由练习 1.1.22 中的力的阁示可以得到这个结论，而且考虑能*也能得玥相同的结果. 
即最链线的势能正比于 {%vT+7 T d J ：. 且惫链线的平衛位置为势能* 低点. 链的长度 JL = 
J::;y，l+，cLr 是一个约束条件-因此，当积分 

J — JjjVl+y’* — A-Zl + y ^dx 

取得极值时，：V达到平衡位置.这个^^分的极值曲线就是悬链线.提示：被积函败与 z 无关. 

例 7 . 6.9( 等周问題）求长度为且围出的面积最大的闭合曲线.由格林定 
理•面积可表示为线积分^<1/2)( — y：f +Jy)d<. 因此,此变分问埋就 变为: 求积分 
J ~ J(l/2)(— j»jf+xy) — A-v/x* +^dl 
的极大值曲线 • 双变*的欧拉-拉格朗日方程为 


也可以写为 


于是有 


i{ y+ ^T7h°- i(- + VFT¥h°- 



通过简单的代数运算，得 

( j -- D )* + (3»-0* = A *. 

这是圆心在 （ D . C ) 半径为 r — A 的 WI - 对于圆， L = 2 nr . 故 r=A = L /2 it 且面积 A = a l /(4 it >. 
由等周不等式定理 1.6.1 知，此圆就是长为 JL 且 H 出的面积最大的 图形. 这里我 们再次 地看 
到变分法在微分几何屮的重要作用. 

»习 7 . 6 .10证明对于该问埋双变量的魏尔斯特拉斯 £：- 函数总是非正的.因此假设它可 
以嵌人到极值曲线域，那么这个脚就是使得 J 取最大值的曲线，进而这个网就是有固定长度且 
围出*大而积的曲线. 

«习 7 -6.11用变分法证明圆是围出面定面积的长度最短的曲线，然后再用下面的论点 
证明同样的结论.令《是围出固定面积 A 和弧长 L 的闭曲线.因为网是固定长度的围出面积 
最大的 曲线， 必然有 A < LV ( 4 «). 通过简单的代数运算可知面积为 A 的圆的周长小于 JL . 所 
以，对于铪定的面积 A ， W 1 的弧长最小. 

炼53 7 .6_1 2 BI 是等周问题的解，且有固定曲串的平面曲线是圃（见定理1.3.21〉.现在 
假设要解决曲面 M 上等周问题.即求一个有固定长度的闭曲线 C , 它在曲面 M 上围出的面积最 
大.证明这样的曲线一定有常测地 曲率.提示： 利用练习 4 .4* 2和练习 5.1.4 证明，对于固定弧 
长求最大曲面面积的约束问埋，对于任意(适当的) 向蠹场 V ,有]' (： (1-；^>0^乃以山爾0. 由 
通常的讨论知 = 

7 6.2 宪整性约束条件 

上面的积分约束并非变分问《中出现的唯一约束类型.我们还将考虑一类几何和力学上的 
约束问题，称之为完整性约束.思考下面的 悄形： 一个弹球放在一个光滑的半网形的碗里，给 
它一个水平的推力，那么球在碗荦的运动轨迹是 什么？ 这里存在两个力 • 一个是重力 • 另一个 
是使球约束在碗里的力.由达朗贝尔原理知这个约束力在碗的法向董方向，所以对球不 做功. 
对完整性约束和达朗贝尔原理的只论见 [ Arn 78]. 为求小球的运动方程，考虑小球的地心引力 
势能为 _ y ， z)=mgz, 把小球约束在曲面上的动能 T =( l /2>»» Ci *+;*+ i *>. 換句话 
说，因为半径为 J ? 的球的参数方程为 

xiutv) = tR cosh cosv.l? slnu cosv f R sinv ) » 

所以， V 和 T 的限定条件是 

V = mgR sim ；, T = jwRMco ^ vii * +»?). 

为证明后者，可以根据 il ， i 直接计算 i ， 士，或者用下面的推理.小球在3维空间中的轨迹 
是 o < f ) = (: rO )， yd ), *(«)). 速度向量是 《'< r ) = ( i ， y ，*)• 动能可以写成 T =(1/2> U /|*. 正 
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如我们前面多次所见，由链式法则 0 '==1^+心^.又 F =0, 故而动能是 

I a | 2 = x u • x u u z + x v • x v v z 
I a | 2 = E« z +Gt5 2 

T= jmCEu 2 +Gv 2 ^. 

显 然对于尺球， E=cos z T；, G=l, 所以可以得出上面了的表达式.以上所做体现了完整性约 
束的本质. 实 际上，我们说约束是完整性的.就是将约束曲面的参数形式带人到通常的力学量 
中所产生的约束条件，例如动能和势能.由上面的讨论知，球在半圆碗中的作用积分是 

J = J ^-|-/rtR 2 Ccos 2 Ty M 2 + if 2 ') — jd/. 

这个双变撤问题的欧拉-拉格朗 R 方程是 

mR 2 cos 2 t;ii = f 


mgR cost; 一 mR 2 sinvcost;*/ 2 — mR ! 


化简为 


和 


v + 昼 cosv + sinvcosv 
K 


o. 


mR 2 cos 2 v 

此处我们用到了被积函 数与“ 无关.当后面使用 Maple 的时候（见 7. 10. 4 节），不必这么做. 
这就是小球的运动方程.对应于这些方程的轨迹如图 7-4 所示（用 Maple 绘制的 g = m = 尺 =1 
的情形）. 




• m 7-4 半球碗中的小球 

练习 7. 6. 13求出小球在抛物形碗中的运动方程.取 x ( m ， v ) = ( mcost ;, usinx ;, m z ) 作为 
抛物面的参数方程. 

考虑曲面 M : xdu, x;) 上的势能 V = 0 的粒子，就可以看出几何的观点在物理上的作用. 
在物理上我们称粒子在曲面上作惯性运动一 一 即仅受约束力的作用.由达朗贝尔原理，这些力 
是曲面的法向力，所以粒子的加速度同样在法向铀 方向. 几何上我们知道这种粒子的轨迹是测 
地线. 实际上，我们有以下定理（为简单起见，取正交坐标补片）. 

定理 7.6.14 若势能为零，根据哈密顿原理，受约束粒子沿测地线运动. 

证明粒子的动能为 


[3791 T=^tnla ， r^ ^tniEu* +Gt；*), 

其中作用积分 / = | ta . 这一作用积分的欧拉-拉格朗日方程为 

警泛 + 警分一去 (E«i )=0 和 |=«*+^^-^(Gi)=0. 

关于 f 的导数是 

丢 (E«i) - (E u u+E m v'iu + Eii\ 

^CGv) « (G. » +G»w) w+Gw. 

重新整理并化简，得到 

和 

由哈密赖原 理知， 这就是粒子的运动方程.再根据第5章的知识，这恰好是涮地线方程._ 
练习 7.6.1S 不考虑重力.动能为 T 的粒子无摩擦地在圆柱 *(„• V ) = ( C0W , sim;, «) 
内部 滚动. 利用求约束在 W 柱上的作用积分 

J 顶 

的极值曲线求小球运动方程.初始条件 如下： 

a) u(0) = l, «(0)»0. v(0)_0 和 = 

b) w(0) = l, h (0)»K w(0)=0 3ftv(0) = l. 

c) «(0) —1. u(0) = l, x<(0)=0 和 i<<0>=0. 

并用 Maple 绘制图像，显示粒子在圆柱中的轨迹，因为势能为零 • 所以轨迹是圆柱的_地线. 

炼习 7.6. 16假设约束曲面是旋转曲面 x(u，v) = (A(u)cosv« A(«)sint>. £(u)). 取（如 
上〉 作用积分的欧拉-拉格朗日方程，得到为常数 • 同样取第一个积分(见 
练习7.1.10)，证明极值曲线 c 有常速度.然后利用类似于命埋 5. 2. 16的方法推导克莱罗关系 
13801 式 A(u)sin^=f. 

tt 习7,6.17证明积分/ =JVd/ 的双变最魏尔斯特拉斯 E- 函数总是非负的.因此_地线 
是否是作用积分取到极小值的曲线就转化为极值曲线域的存在性问埋 • 实际上 • 共板点 （见定 
理 6. S. 1C) 恰好就是测地线的端点，故测地线不再是经过共範点的最短弧长曲线. 

练习 7.6. 18 V=V(«. 是约束曲面上运动粒子的非零势能，证明粒子的运动方程是 








回忆测地线方程的生成过程，这些方程可以写为 

atM,— ▽■•or' =— gradV, 

其中V的梯度是相对于 u ，r 的.因此势能的梯度正是粒子沿测地线运动的阻碍.当然在守恒 
系统中，通常记 _gr«JV=F， 故从物理的观点看，力使粒子的运动轨迹偏离了 W 地线.这类 
似于牛顿第一定律. 

7.6.3 微分方程约束条件 
现在假设要求积分 

j,)di 

的极值 • 其中 aw ) 是便得极值曲线满足 NO 个微分方程的 A 个 * 的 函数： 

G, (j, »Xi ， ― .X* .«! ,x t •••• » j») * 0, — * 

Gm (X| »X|*X) •***»!;«) — 0. 

如通黹一样求导（变分 <=為+€乎），得 

0 = r(0) = f : (盖 ? +茳 士+ •__ +知+迕 士 )■** - 

这样， 对微分方程 g ; 求微分导 m ? . 满足的方程.因为变分也必须满足这个微分方程的约束， 
所以取6对 6 微分，得（在*=0) 

对 j‘=l, 2,…，用非限定的函数灼“)乘第 j 个方程，且把这些新方程加人到/'(0>的被 
积 S 数中 • 得到 

U (盖+ . 籍)廬:"+ ( 茳令 ■ °- 

记,再分部积分，得 

1:(( 盖+去(盖)卜— + (盖+去 

可是因为满足对求微分所得方程，故 ？ ，不是相互独立的，所以在这里还不能说每个小括号 
都是零. 然而， 若 dG,/de 作为函数是独立的，因为 N 个方程中有 A 个未知量，那么我们希望 
A—JV 个是无关的.假设，…，沪可由 9 糾，，…，免表出. 

令种 “）•…，声〆*)是使得积分中前 JV 个括号为零的函数的任意集合，则积分变为 

t ② + •• + (S -總) )+= 0 . 







7.7 微分几何与力学中的进一步应用 


本节中我们将看到拥地线的弧长势能 最小. 而且我们将定理 7. 6. 14推广 到为： 粒子总是 
沿着拥地线运动的一一曲面上的度量是与最初给定的度量相关的共形度量.同时也会看到由变 
分原理如何诱导 3. 6节的德洛奈曲面. 

我们总是说从常理来看，渕地线应该是弧长最短的曲线.我们使用的测地线的定义是加速 
度没有切分量的曲线，因为这刻画了 3维空间的直线而且看起来是一个可以直接验证的条件. 
我们在定理 6. 8. 10中学到（还有例 7. 5. 20), 测 地线并不总是有最短弧长，但我们还是要问拥 
地线是不是弧长的极值曲线.为方便我们煆设度最 F=0. 

定理 7.7. 31 jeCit, d 是度量为 E 和 G 的曲面，那么，孤长积分 


的极值曲钱是曲面 M 上的測地线. 

证明双变量的欧拉-拉格朗日方程是 
E-C+C ■屮 
2VE«*+Gw* 

EV+Cd 1 d / Cv \ 

^WE^+C^t • 

因为测地线必须参数化为常速度，所以引进弧长参数 S U). 这量昧着有关系式 


'v/Eri*+Gi-'" = 莹 = 莹砉 = 

代人上面的方程（且酴以因子 VEi^+GP >,得 

+ 警 T；’*-£(〜)=<)• 

微分并化简得 

+ 令- 0 

和 


VE« 2 +CiJ*' 


S 地线方; 
2 7.7.2 


弧长积分的魏尔斯特拉斯 E- 函数为 




令《(4 是极值曲线（即是这些方程的解曲线〉，茛接证明的切分量为零.提示：记 </=*_*/+ 
* y . 故£：«/ =«'•*«, Gv^a' • x^. 对等式的右边 微分， 再比较欧拉格朗日方程. 

我们知道测地线是弧长积分的极值曲线.利用约束在保守系中的运动方程的雅可比方程， 
我们可以给出一个很漯亮的解释. B 忆动能和势能的公式： 


T= y|^|* = -|-(E«*+Gv , ) 和 V = 

其中 0 是粒子的轨迹.因为作用积分 J*(T_V)di 与 * 无关， 所以练习 7.1.10 中第一个双变* 
积分表明沿运动轨迹 • 能 MH = T + V 为 定值. 特别地 

T-V~u d -^^-v 9 JI^n= c 


V+Cv^-V- «(E*») -t<Gv)-c 
UEu* +Gt ； 1 )-V~E«* -Gv l = c 


-^<E« , +Cw*)-V=c 

T+V=-c. 

这里和下面用 H 表示能量，以区别于度量 E . 

现在取曲线 0: 表示粒子在限定曲面 M h 的运动轨迹.这个轨迹是由哈密鵪原理决 

定的- 取曲面的度量为 E 、 f =0 和 G . 我们知道粒子的轨迹必须保持能量不变，因为这个条 

件和单位速度条件不相容，所以我们必须将曲线参数化为有面定的能量.为此设 H e 表示沿粒 

子轨迹的能量，且定义 













的极值曲线，其中 E =2( H «_ V ) E ， 定义 TM 的新度量，是与初始的 E 和 G 
相关的共形度量(这里我们假设在参数域中有显然，现在求 J ( T _ V ) dt ■的极值曲线 
其实就是求 ly/Ed^+Cv*^ 的极值曲线.根据定理 7.7.1. ^Eu^+G^dt 的极值曲线是 M 
H 1 ZI 中对应于度量£=2(枚一")£和 G =2( H 0 — V ) G 的测地线.因此 • 以下是雅可比的结论在 
时的特殊情形. 

定理 7.7.6 设曲*的度量是£：， F =0, G . »表示有两定能的粒子在势能 V 作 
用下约東在曲面 M 上的运动执迹，《是财的相对于共形度量 

E = 2( H „- V ) E , F = 0, C -2( Ho - V)G 

的测地线. 

这个定理很难明确地描述运动方程 • 不过告诉我们测 g 应用于力学系统的一个理论上的 
结果.特 别地， 力学系统中一个很重要的问®是是否存在周期解-也就是说对于某些粒子，以 
后的某个时刻是否冉次经过初始位置.由上面的定理，这个问埋等价于曲面 M (在任意度 董下） 

是否存在闭合的测地线-■测地线 a : [ a ， fc ]— M 满足 aOO =«(6). 1951年 Lusteraik 和 Fet 

[ LF 51] (也见 [ KU 78]) 证明了一个一般的 定理. 特别地，紧致曲面（即闭有界）一定存在闭合的 
测 地线. 将这个结果应用于曲而并结合雅可比定理有下面推论. 

推论 7.7.7 若 iW 是肾致曲*. V («, U 是定义在 M 的麥教域 („, v ) 上鶸足 HoSVOi , t 0 
的势*數.《曲*上的粒子在 V 作用下的运动方 租有州 期解. 

例7.7.8(双体问题）下回的问题®于 「 Pi n 75]. 假设两个连结体的势能是 V ，且该势能仅 
依赖于它们间的距离 • 由力学原理知，这个问®可以简化为向心力作用下单个物体的平面运 
动.沿固定能量曲线运动的雅可比度*的共形比例因子为因此由练习 
5. 4. 2知离斯曲率 



鲦习7,7，》利用练习 5. 4. 2证明上面的高斯曲率 公式. 这个曲率称为力学曲率.并证明 
若 V 在（《,，％)局部最小，则对任意充分接近 (叫， ％)的点 w )» 有 K ( m , i »)>0. 类似地， 
在局部最大值跗近有 K («, »)<0. 

嫌习 7*7. io V=_i 八是平而的牛頓势能•证明 

™ ^ + ^ = » v ~ +v -=-^T^T- 

利用练习 7. 7. 10,由牛顿势能 V = - —1人•知 

K =— -- T - - H 。 

4( H 0 ，+ v » + 1)>* 4( H 0 r + l )) 3 * 

其中 + 是到原点的距离.由常能量方程 ( l /2) V — l / r = H 。 得痴 V = 2( H Br + l )/ r ：>0 
E 此 K 的分母为正.所以 












由能董确定 < 


K = 0«=» Ho -0^ 轨道是抛物塑的， 

K> Ofc > H 0 <0«轨道是椭®塑的. 

由此可见对于双体问题，轨道由高斯曲率确定.特别地，存在 KX ) 的点保证了周期轨迸的存在性. 
在结束雅可比定理的讨论之前，我们要明确指出所有的命题在髙维的时候间样成立.现在 

来看爱因斯坦关于重力几何化的一个重要 结论： 粒子、行星和光子都沿着它们所在时空区域的 

拥地线运动，而度量由该区域的质量能决定.我们可以将爱因斯坦的断言看成是雅可比定理的 

—个自然演变 - 

下面我们将利用哈密顿原理研究一些地球上的物理问理. 

例7,7.11(钟摆问题）将一个长为纟的钟摆拉离其平衡位置然后释放(垂直悬 挂）， 让其自 

由 摆动. 运动方程是什么？所用的坐标是摆线和垂直轴的夹角: y . 质童为 M 的摆锤的势能 

V = Mgh = Mgiil — cos<>)), 

其中 < r =9.8 m / s *， A 是高出芩势能点的高度 （即 平衡 点). H 为线速度 v 等于角速度 i 乘以半径 
/，所以它的动能为 

T=|w = i.A«*^. 

于是有 

1* = T — V = yMr 1 — M^(l — cos<>)). 

且欧拉-拉格朗日方程是 





-y + fsin(>). 

说明此时欧拉$格朗日方程可以化简为通常的摆的运动方程. 

例7_7-丨 2 (联合弹 性摆） 偎设质量为 m 的物体由一条弹性系数为4的弹性绳连结，作水 
平运动.它和长为/的摆连结，摆锤的质量为我们将用坐标 a :和: y 推述这一运动，其中怎 












处理动能稍檐麻烦一典.设分别表示 M 距离平衡位置的水平和竖直方向的距离.于是有 
r = x + /sin(>) 和 s =/— /cos(y). 

M 的速度为 

v =Vr*+i* =V(x+/cos(y) y>* +4? e sin , (y) j*. 

所以 

- -i-mx* + yMi* + WS?C08(y) i>y + 音攸 * 

系统的拉格朗 B 方程是 

L = 音 (》1 + M) i* +Mgcos(y) xy + -|-Mr* y—^-- Mgiil — cos(^)). 

且欧拉-拉格朗日方程是（由练 j 7.1. 7> 

-kx-^((.m + M)x + Mgcos(yy y)= 0 


(»»+M)x — MTsin(>) + Mifcosly) jj=—ibr 
- Mrsin(>) i 多 _ A^/sin(>) - ^(JV^cos(y) i + Mi* y)= 0 


Mi?* > + M?cos(y) x + A<(g/sin(>>) = 0 
/y + cos(>) x + gsin(>) = 0. 

这就是弹性摆系统的运动方程.虽然这个方程无法手工求解，但是我们可以用 Maple 求出它的 
数值解，并绘制 M 的运动轨迹.见 7.10. 3节和练习 7.10.7. 

鲦习 7. 7 . 13( 双摆）假设两个摆相连，一个固定在曲面上，另一个固定在第一个的摆锤 
上.设第一个摆锤的质量为 ™， 第二个摆锤的质量为 M 同时偎设它们的摆长都是摆角分 
别用偏离竖直位置的夹角^•和: y 表示 • 证明它们的势能和动能分别是 

V = mge+ mg/(l~ cosOc)) 十 A^g/<2 - cos(x) - cos(y )> ， 

r ■ 音 nrf * i * + ( i * +乃 + 攸 ： i ycosU-y), 


其中选取距离双摆的悬挂点下 2 /的平面作为势能零点.分别用单位 ft 董全 = (cosx , sinj ；) 和 
y=<^y> sin >0 表示它们的圆周运动，且 M 的速度为 /( i 互利用速度和它自身的点积 
可 以求出 动能.一旦动能和势能鹌定，我们就可以求出作用积分的欧拉-拉格朗 R 方程，并用 
Maple 画出 M 在不同初始条件下的运动轨迹. 

例 7.7， M (张紧的绳）偎设一根两袖固定的绳，轻扯一下，绳将会怎样？我们将绳拉起 


的高度看成是函数 u “， a :)， 則/时刻的动能其中 L 是两袖点间的距 
离，/>= 〆 *• o ：) 是绳的线密度.因为绳被拉的最大值通常都很小，所以我们偎设绳的弯曲功是 





所以必须使用练习 7. 1.8 中的两个自变董的欧拉-拉格朗日公式•故有 

。一❶ 

去(一+基 (一 》，）-。 

(/»!,),= (»,), 

fw «= ru « 

»«*= «*«-. 

其中在第二行我们利用的俏设消去了平方根 (虽然 在数学上这是不严格的>,在最后一 
行我们假设 /) 和 r 是常数(实际上即使直到取微分以后再假设我们依然可以得到相同 
的等式 )• 方程〜 称为1维彼动 方程. 我们用分离变量法解这个 方程. 假设解的形式为 
«(«• x )=#(/)/( x ), 且 《«= ij ⑴/00和《„=#0)尸 ( JC ). 波动方程就变成 
#(*)/( x >= 

77 ^ 9 ^' 

左边只; ft * 的函数，右边只是: T 的函数，而两边又相等仅当它们鄱等于网一个常数 _ A( 由物理 
意义 A>0>. 我们得到两 个减弱 的波动方程： 

? + 0 , 

r + i /= o . 

通解为 

价）= Acos ( 4 T ^>)4 - Bsin ( ff 而）， 

/⑴= Ccos(^x)+Dwii^x). 

由绳的初始条件知 C _0, 以及因为 Dsi n (D = 0 且/尹0,所以存在整数《,使得 vCrL = mt . 
因此， A =( mt / L )*. 最终解为 

咖= I ;(人00十叫予)0). 
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其中 „ 0 (x) = fjA,sin(^p) . v(^ = 波动的基本頻率是 


对于低能系统 • 频率与 r 和/>的平方根以及 L 的相反数有关.具体地说， L 增加，则基本频率 
变小(任何一个小提琴演春者都知 道〉. 

在结束本节之前，我们想再展示另一个前面学过但在这里可以看作约束变分问题的例子. 
在 3. 6 节我们考虑过有常平均曲率的旋转曲面一所谓的德洛奈 曲面. 回忆这些曲面可以由特 
定的微分方程 

h ，± 7 ^^ =±lJt 

刻 SHi， 其中和6是常数. &=“《) 表示旋转曲面的轮麻曲线(或平面上的子午 线). 考虑使得 
体积 V = n[/K«) 2 du 固定和面积 S = 2xJ^(«)^l +h r (uy6u 极小的旋转曲面是什么样的呢? 
可以建立一个变分 问埋： 求积分 

J = J( 2 M “) Vl+AW -Afc 2 <«))d« 

的极小值曲线. 

定理 7.7.1S 上述变 分问超 的极值曲线是 德洛奈 曲面. 

证明 H 为积分与自变童《无关，所以我们可以用第一个积分/一 i(a//3i>= c 代替欧拉 
-拉格朗 B 方程. 




2*(1 + A ，*) -AA*yr+A 1 - 2hh，= cVl + h 77 

2 h= (c+Ah t }y/l : nr rr 


其中 —1/ A，6=— C /A. 显然这怡好是上面提及刻 B 有常平均曲率的旋转曲面的方程. ■ 
典們女祐,I出*"础佑今单细胞生物的对称转动和形状看起来鄱酷似徳洛奈 曲而. D »Arcy 
I出：是不是体积固定外加特定生物的对称趋向使得面积极小的曲 
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7.8 庞特里亚金最大值原理 

优化控制定理在处理变分 M 题时与变分法略有不同.我们将介绍优化控制中的一个主要结 
果一庞特里亚金最大值原理 以及如何将它应用在几何中.这个结论在处理非连续问题时 
很有用(称为砰砰控制），诸如火箭发动机的控制和轨迸控制.这里只考虑一些简单的几何应 
用. 对于这一原理非几何方面的初步介绍见 [ Pin 93]. 同样，我们只是研究2维的问题 



jt. — /, , it = / z (jr.«). 13941 

且使得给定的成本函数 

J - J’/oC* ， u>d/ 

取得极小值的轨迹曲线其中 ！!(“,（<>, «丨（1>)就是控制数）.注意这里我们用 
沒制理论的下标取代了坐标函数的几何 上标. 这对进一步学习优化定理是很方便的.同样，典 
型的优化控制问题也固定系统的初始和最终状态， ,< to )= Xo . 以及初始时间为 Z 。. 

最后时间通常是不确 定的. 例如，太空船要在月球上以最短的时间 着陆， 它必须满足由牛 
顿定律和火箭的推动力控制诱导的微分方 程组. 因为时间要最小，旦从4=0开始，成 
本为 = • 所以最终时间不是在开始时就确定的.面是由问题本身抉定.对于这 

—问题的讨论见 [ Kir 70, p . 247]. 

那么变分学家如何解决这个问® 呢？ H 为我们 Ci 经兑过变分问題的各种类型的约束条件， 

所以将微分方程组以及成本积分作为约束条件看起来也是合理的 （见 7 . 6 . 3 节). 因为 
/；(*，《)•所以对于与时间有关的拉格朗日乘子办，有 

■必— /.( jr ， ir )) d / » 0 ， 

因此求解上面的优化控制问 a 也 k 变成解约束的变分问题：求积分 

的极小值曲线.为了解决这个问题，记下被积由数与 f 无关的第一个积分，欧拉-拉格朗日方 
程（关于 4 个函数々“）， x f ( o . «, a ). «,(*>>, 计算埔 点条件， 《• 不确定， *( t ,) 固定. 

因为7的被积函数显然不包含 g 所以记 








共态方程为 


X . A = _?H = 

du 2VEul+Gui ^ 2^/Eut+Gui' 

且《的《临界点方程为 

眾 = -^^T +Ih - 。 = 

由最后的方程得 

^2 = Eui/y/Eu] +Gu ] , = Cut/-/Euf+Cut. 

在共态方程中，代人办，办的上述表达式，且以 i， £•替代叫， u 2 •得 

4.(- f =M=]^ g^tc-y g . 

A V ^+ Gv */ 2 -/ Eu z + Gv z 
At Gi 一 、一 Egjj+Ggjl 
* VE « ! + C »*/ 2 «^*+G〆 

显然 • 这是定理 7.7.1 中的测地线方程.因此该问题的最优执迹就是测地线， 

炷记7.8. 4 对于上述 M 的度 *• 沿最优 轶迹从 -点到另一点的路程恰好是= 
\^ x + GuUt = J . 因此剽地线可以看作是可控制的最小花费路径.参照 [ Fm 93] 和 [ Kir 70] 
中的燃料最优化问题.注意使得弧长局部最小的就是《 地线.控制量 因此成本/ = 
| v ^« f + GuI * k ) 被称为是局部的，是因为我们由状态方程和成本积分得玥„(/>, V (|>, 而它 
们依赖于局部的控制倌息.这与在所有连结给定箱点的曲线中找出最小值——这一变分法的基 
本概念有很大差别. 

*^7.8.5 利用庞特里亚金最大值原理解决下面的最优控制问题：求满足 
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y = «• / = JyVl + ^dx 

的极 / h 值曲面 • 从而证明旋转曲而中而积最小的曲面是悬链而. 提示： 诱导微分方程: y /- y z - l = 
0. 并令 y = w . 得 y "= TOCdw / d 3»). 

练习 7.8. 7 (牛顿 Aerodynamical 问题）牛顿曾经 问道： 穿过某种介质（他称之为稀有介 

质)的旋转曲而的最优形状是什么？这里的优化_词意为“在介质中运动的阻力最小”.同时我 
_ 们也要注意通常的介质如水和低6大气都不是稀有介质 • 而 同温层 的大气是稀有介质.用优化 
控制的语言描述牛頓问题(见 [Tik90][VAF8 7 , p . 15]). 求满足 

y = «.*» ^0» y(0) = 0 ， y(a) = 6, 

且使得成本 

极小的曲线，其中: y =： y (: r ) 表不旋转曲而的轮廊曲线.利用庞特里亚金最大值原理决定 y •从 
而解决牛顿问题. 提示： 记住该原埋的条件，考 虑函数 

的极小值.变景 w 的极小值是多少？可以和用 Mapfc . 注意 《>()• 证明 u =0 至少是局部最小 
的.怎样才能求出他们的最小值？由《决定 a : 的系数，利用 
丰:=办= v ，扭 

du djr Au du 
求: V . 不要忘记碥定积分黹数.问题的解参见练习 1-1. 6. 

最优化控制问题是1950年在研究火箭和卫星发射轨道时提出的，它的出现使得变分法获 
得了新牛-我们现在介绍的只是其中很浅显但也很优美的一部分，而期 I 去了很多它在曲而几何 
性质上的应用. 

7.9 关于气球形状的应用 


























: 试冲 . 去 ) di 


利用命 @3-7. 5, 可以用椭圆函数给出*(«)的表达式，即 




根据 (7. 9. 7), 轮靡曲线（沿逆时针方向〉的方程是 
jt ( b ) = r cn ( u *^-)» 

* U) = 斗 H -去) 分耖(+古).；|}]， <79n> 

其中《€[0, K < 1/^)1 注意， cn („. 1/及)从 1 U =0) 变到 0( u = IC ( l / D ). 

定理 7.9.1( 聚酗薄膜气球）旋转曲面 S 的参教方程为 

x = jc(m ， v) = Cr(« ， tO,_y(u»iO ， z(u ， v)), 

其中对于 K e [— k ( i 咸). KO /^)] j . v eco , 2«]， 有 

j (»， w )= r cn ( tt ， 真) cost ;， yiu ^ v ) = r cn (« •喜) sinv , 

可以将这个参数形式代人计算机代数体系绘制图形，例如利用 Maple 可以得 f | 聚翻薄膜气 
球的形状，如图 7-6 所示. . 

有了轮麻曲线 （7. 9.11) 和聚酯薄膜气球曲面( 7 . 9.12) 确切的参数形 
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图 7-6 聚邸薄膜气球的两个视阁 


始研究它们的几何 性质. 放气和充气时半径的关系是很重要的.从 （7.9. 1) 和 （7. 9. 11)，我们 
可求出弧长（其中 sn( w , 1/W) 简记为 srrn，K(1/W) 简记为 K) ， 


J 。 y/jr f \u ) 2 + z(u) 2 du= ^r 2 sn 2 wdn 2 w + r 2 +cn 4 wdw 

=J 。 r 小 sn 2 u、( \ — ysn 2 f/j+-l-(l — sn 2 w) 2 dM 

=rf -4 icIm = ~K = a. 

Jo V2 V2 


也就是关系式 


V 2 


(7.9. 13) 


用 Maple 计算可得 a 和 r 之间的数值关系为 

a^l. 311 Or. r^O. 762 7a. (7.9.14) 

北极到南极的距离即气球的坪度 r=2z(K(l 八尽）），其中 z 由 （7. 9. 10) 给出.即 

r= 2z(K(\/^/2)= 2V2*[£ ： (1/V2)-yK(l/^)J r . (7. 9. 15) 

再次利用计算机代数系统,得到 r^l. 198 lr 勿 0. 913 9a. 

为计算气球的体积，首先将 zCr) 的表达式 （7. 9. 6) 代人 （7. 9. 2)，转换积分顺序，对 x 积 
分，可得体积积分 


V 


V 

2 tt 

. 0 


类似于 （ 7. 9. 7 )， 积分变为 


y/r A — t A 


- At . 


可用数值方法也可以在简化后的公式 


d «. 


( 7 . 9 . 16 ) 


(7. 9. 17) 


cn^Mtlu 


■[— cn"^ 1 m snw dnw 


(w + 1)(1 -f) 

+ (m + 2)(1 — 2k z )Jcn"^ 2 wdw -+- (m + 3)^ z Jcn"^ 4 wdw] 


中令 m=0 得到 i/^Z) d «- K ( l /^)/3. 因此， 

V »^ K (^ y . (7.9.18) 

两种方式得到的数值解都是 V^2. 745 218 5a\ 

当然我们希望椭圆函数能够提供比单纯的数值计箅更多的信息.我们已经从分析的角度看 
到了一些，从几何也是如此.即我们将用楠圆甬数诱导气球的微分几何特性，进而应用这些结 
果研究它的曲率. 

由关系式 dnktt，*) = 1, 式 (3.7.3) 和 it 一 U, 计算定理 7. 9.1 中曲面 S 
的第一基本形式和第二基本形式的系数 •. 

E= F = 0. G = r*ci^(« 士)， 

1= r cn(«»^.). m — 0, n = rcn 3 

虽然这些系数可以手算，但是在计箅 m, ”时应用计箅机代数系统是很方便的. 

这些计算的第一个应用就足以使我们震惊. H 为发现聚酯薄膜气球的体积公式包含了第一 
类完备 的椭® 积分 • 所以我们可以认为它的而积积分也同样复杂.相反地，有以下定理. 

定理 7 .9.2膨胀半往为 r 的聚*薄膿气球$的曲面*枳是 
证明而积元 dA(5) 为 

dA<5) ― y/BG — F i AuAv = 

计算以下积分(其中 K=K(i/^)). 很容易得到总的曲而面积为 
A<5)= J^dA(5) 



=中一„⑽： 

= irV . 鼸 

接下来我们考虑和气球形状有关的性质.从第一基本形式和第二基本形式的系数以及 3 . Z 








( sn * w ;)(2— sn * w )， 解微分方程，得 



因此+ 其中 F 是常数.应用拥圆余弦由数.替换关系式得 

cn (\/2 aA «+ r )* 

^«>=J^-cn(^Au +c)- 

方便起见取 F=0, 又〆 =0**=為0»*(^^).利用命题 3* 7. 5, 得 
«<«)= Ajcn* (v^Au )du 

■点(沈卜⑷•★卜 F 卜(“ 4)) 

-#( E 卜“ ) •*)-++(«)，；!)). 

这就是形如 （7-9. 12) 的参败方程 (对于 (7. 9. 12) 中的气球， A = rkl 在， ff -K/(^»). _ 

还有其他几种情形类似于定理 7.9.1 在主曲率上附加条件，就可’以刻画曲面 M. 

• 若对于紧曲面 M 的任意一点，都有则由定理 3. 5*2 知 M 是球而. 

• 若 M 是旋转曲面 • 且 h = 9 t \ H= <*,+*,)/2-0. M 是极小旋转曲面.由定理 

3. 5. 7知 M 是悬链而. 

• 若 M 是旋转 曲面， 且& = _&+«:,其中《：是非零 黹数， 由定理 3.6 •丨知 M 是嫌洛奈 
曲而. 

每一个肥皂泡都是极小曲面的物理模型(反之未必> • 且可由面积形式的最小能量的变分原 
理生成(见第4章).肥皂泡也满足 4.1 节中正比于 K 皂泡的表而张力的拉普拉 斯—杨方程因 
为肥皂泡两侧的压力相等，所以平均曲率为零且 = 自然就有如下 问题. 

1. 对于聚酯薄膜气球，是否有类似的拉普拉斯•■杨 方程？ 换言之，是否存在类似表而张力 
和压力的物理实体具有定理 7. 9. 4 中聚翻薄膜气球的不变特征. 

2 - 对于 c 垆1，2, A, 是不是曲而的特征？是否存在满足这种约束的物理过刼？ 
以下是用几何方法证明分析结果的练习. 

嫌习 聚 ft 薄膜气球的全高斯曲率满足商斯-博内定理， J^KdA = Z« X (5) = >其中 

X (5)=2 是因为聚踊薄膜气球与球而同胚，而球面的欧拉示性数为 2 .利用公式 K = 







































- (知 ( 蠢 : (t) )* (丢:叫- p ($ 叫— 3P (X 

-3P(^x«)) 5 - ⑴) 

M^)d^) 7 )i ( i+ (xr 


由小误差理论得 


pm+2 ,( 学卜 

令 w* = fV(2/i) •得 

> d8olve(diff(x(t) , * $ * (t ,3) ) -*-omega*2*dif f (x(t), 

xCO =- C2 ^ ) +彔 +_ cs. 

> eql ： -eval(-^C2/onega*coe<onegB*t) + 

■Cl*8 in (on«ga*t) /oBega^i/oiMga*'2*c*t+.C3-0 ,t-0); 
•q2:-eval<di£f(-.C2/o»ega*coe(oMga*t)^ 
.Ci*ain(offlega*t)/oB«ga-«-t/oiMga-2*c*t+_C3 > t)-0.t-0); 
eq3:-«val(diff(-.C2/oBega*coe(oaega*t) + 
.Cl*aln(ooega*t)/oa»ga+l/omega-2*c^;^_C3,t$2)-0,r-L); 

eql * —^^ + _C3 ■= 0 

eql »= —Cl = 0. 

e?3 •= CZcosiwDw— CluniwDw = 0. 

> 80lve({eql,eq2,eq3>,<_Cl,_C2,_C3}); 

1° 位 一 

> x<t) -eval C-_C2/oBega*cos ♦ 

.Cl*sin(oaega*t)/oa^frfl/oaega'^c^t-f_C3,CC2 - 
-c*8in(oaega*L)/ooega~2/cos(oMga*L), _C3 ■ 

-c*eln(oaiega*L) /omega" 3/cos (oaega*L). _C1 = -l/o»ega*2*c» : 

/ t \ _ csin(<tfL)cos(arf) 一 csinCarf) , c* _ csin(a>f,) 

^cos^L) — ~~J —十 J—^cos(«Lr 

> x(t)-c*tan(oaega*L)/onega^3*co8(oaega*t)> 
l/oaega^3*c*sin(onega*t)+l/omega*2*c»t- 
c*tan(ooega*L) /oBega"*3; 

x ( £ ) — ctan(«uX,)cos(a><) _ csin(arf) + 包 — ctan(a>L) 




























和 “ EL S y Ste m ” 表示球形碗中粒子运动的欧拉-拉格朗日方程的 程序. 注意动能由度董 
和参数对时间的导数给 出. 取势能为参数方程的第三个坐标，对应于重力势能 








































下面命令绘制图 7-6 中的聚酯薄膜气球. 


> plot3d(subB ({R-1 .kk-1/sqrt (2) .u-u(t) »v-v(t» .^rlarR), 
u—1.854 074 677.. 1.854 074 677,v»0..2*Pi,scaling-constrain 
Bhading«*y,liglitinodeX-Xight3,orientation=[46,69]); 

> plot3d(Biiba ({R-1 ,kk-l/a<^t (2) ,u>u(t) ,v-v(t)>,MylaiiO, 
U—1.854 074 677..1.854 074 677.V-0..13/8*Pi,scaling-const] 
8badin£-zy. ligbtmodel-lig]it3. orientation* [-66,693 ) : 

laple 计算聚酯薄膜气球的穿 


[^.O.-R^-l+jacobiSN^,^)*)] 
lnn(subs({kk»l/6qrt(2)} t MylarR »； 

rRIacobiCN(„.#)jacobiDN(„,1^)^ 

L ^JacobiSN(„,^) 2 

!?JacobiCN(«i,f )J a cobiDN(«i ， 香 )(-1 + JacobiSN(«，f }*). 


卿 biSN (« ，數 


2(-l+JacobiSN(„ ， f)*) 

W 1 

显然可简化为 2cn l („，l/^)/J?. 由程序 


7s^(2)> t ] 


M(«,f)J ac0 biDN(« ， f ) 及 


/^- J aco biSN („ 屏 

求出的平均曲率可简化为 3cn(„, l/^)/(2l?). 




8.2 流形 

正如2维的悄形，我们可以定义连通的开集 DQR 1 上的 ife 坐标补片或坐标图 *: D-R- +, . 

假设 

jrU* , *•,«*) - <«*,-,«*). ―**-* 1 («',—,»!*)) 

光滑（即任*阶 ffi 导数存在且连续） • 单射(像集上存在连续的逆映射)且参数曲线的切向量 

线性无关 (*=1, •••• 幻.若坐标补片 E 知，用记号 a. 表示切向貴.子集合 JVfciR-w 是 A 流形， 



复合转移映射 

jt ■ • y.y 'ixiD.y n y(D,))-D, 

显然，由4坐标朴片覆盖意味着的每个点都位于某个坐标补片的像上.苘样， M 在 
盘的 t 维切空间就是 R- +l 的由线性无关的向嫌 3,(p> ，…， 生成的子空间.和曲面 
这个切空向表示为 7VM. 

|8.2.1(球纪> 记 + | 中的 n 球定义为 

S*—{(j 1 . — | (: r 1 )* + ••• + ( 产 ，）* = 1}. 

:义完全类似于 R 3 中的2球面 S 2 . 注意我们称这个球面是 R-h 中的"球面，而不是 n +l 
这是因为 R〃_ 中的球面是《 流形， 而不是 《 + 1 流形.所以《球面的名称表示流形本身 
t- 下面我们证明 S •是 n 维 流形. 我们必须利用满足上述转移性质的坐标补片覆兼 S”. 

• + 1 中的球极平面投彩 St: S--R- 和 R 3 — 样.即 Y=(0, •••， 0, 1) 和5=(0,…， 
I)分别表示北极和南极，就有北极和南极 投彩： 












2«- -1\ 


“■H 会 • 孟 ?) 〜， •"， 〆 >- 


因为 R- 的珉点不在转移映射的定义域内，所以每个分貴函数光滑，因此 S" 是 n 流形. 

习 8.2.2 对球极平面投彩证明 *• y 和 jT*.* 的上述公式，并解释为什么 R" 的尿点不 
在转移映射的定义域内. 

很设坐标补片 *: D.-R-* 1 . y t D,，R_ + I 的交:那么在交集上， 

xU',—,«*) —，（》*••••,»*) 

且 y 1 •*(»*，…， w 4 )^^, «/). 因为每个分支甬败 y* 均可看作是 w 的 函败，所以由 

链式法则得 


这些变换规则对那些感兴趣于不同参考系下物理量之同的联系的物理学家来说并不陌生. 

实际上，基于这个原因和上述坐标变換公式，以前的物理学家经常根据这些变换规脚定义他们 \m 
感兴趣的数学对象.如果把上述公式写成坐标形式，得到 

岛 •••- •窨)=砮(盔 •…•飪卜 ••$( 盔 


整理，得 


觉上我们可以这祥理解，旋转保持定向，面反射产生相反的定向-注意下面命题 • 

命 B 8.2.3 假设两个生标补片的交集道路连通.特别池，假设 jraUfljO?,) 乒0，则 
在任意交点处雅可比《阵的行列式符号不玫变. 

证明这里我们将给出一个比较深奥的证明（相对计算而言>，因为在离维几何问题中经常 
会用这种方法 • 在交集 Jc(D,)n y (D, 沖选择任意两点 p 和 9 ,并取路径 0 : jc(D.)ny(D,)C 

其中 o(l) =9. 正如引理 2.1.3 那祥，记 

x(«'((),•••,«*(<)) =4*(0 = yivJ (/),—, 1 ^ 0 )) 

且 jT 1 ••»(«»(*>•—• «*(O) = (»*；• (*>， ■..• 雅可比矩阵 

EMI /<«.«») =(語叫山 

与*相关，且行列式是连续函败 deU(u. j—R (因偏导数连 续). 因为 J(«, u ,)^ GUk f R) 

(U 上可逆的 AXfe 矩阵群），所以对任意的 det/(u, w)(O#0. 由连续性（和中值定理），连 
续函数 detj(«，u;> 不能既取到正值又取到 负值. ■ 

推论 8.2.4 如果流形 M 可由两个交集道路连通的坐标补片復簋 • 則 M 是可定向的. 

证明我们只箱证明7(«， 《；) 的行列式是正的悄形 • 悝若 不然， 我们改变其中一个坐标函 
数的符号或交换一个坐标补片上的两个坐标函败，就会改变/(„，的行列式的 符号- 这是囪 

为行列式的性质表明，两行 (列) 交換或某一行(列）乘以一 1,行列式改变符号.注意由相交部 

分的连通性和上述 命埋， 只需验«；>在一点上的值是正的. ■ 

例 8.2.5( 球 S”） 对于例 8. 2*1 中的坐标补片 JC 和 y, 转移函数为 

， ^t)=(w , . •••, «y). 

可以计算雅可比矩阵.首先观察 















这个矩阵的行列式是 _1, 所以上述坐标补片不能给出 S •的定向.因为坐标补片的交是道路连 
通集5)，所以由推论 8*2. 4知 S» 是可定向的.实际上 • 由推论 8.2.4 的证明，可以 
定义新的坐标补片 

， ( 一， TTS7- TTS7- T^)- 

这是通过改变前两个坐标函数得 到的. 将点（】• （)•••*, 0) 处的雅可比矩阵的前两行互换，抑 J 

f o 1 … 0 

: 1 

d«tj(«i， = 因此，坐标补片 * 和 j 给出了 S •的定向. 

8-3 共变微商 

从现在开始只考虑 A 维流形 M* 上的单个坐标补片 DCR*-R- +1 . 因此从现在开始研究 
微分几何的局部性质.由命® 8. 2. 3,因为 D 和它的像 jc (D) 是连通的，所以 jt 自动可定向- 
对于 M 的坐标补片*，参数切向貴 …， 3* 构成每点的切空间的基 • 选择向量 
Um •••• •将 的基扩张成的基，且使得对任意的 s 和,，有 

u.^a.^o 

和 

u t -u.~ *. 

U ■是 M 的法向最.若 fc— n ， 只存在-个法向董I/,这时称 M 为超曲而.所有 R* 的曲面都是 
超曲而.回忆 M 的光滑向量场V是对 M 的每一 点指定的一个向董，使得 v: JW—R-+ 1 是 
光 滑的. 如果这个指定 的向董 总是与 Af 相切. 副称 V是切向量场 • a" …，札是 M* 的切向 
量场，而 U,, …， {/^，^是法向量场. 

对于 R” +l 中的向量场 Z=(Z*, …， Z- +1 ), R” +l 的共变微商的定义和2维的情形一祥.即 

其中* 是 R” +> 的第》个标准基向量 • ” •] 表 ^R-+ •通常的方向导数” [/]-▽/• 的共 

变微商定义为的正交投彩•即 








我们在讨论方括 
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tt 习 8.3.3 证明 （iii) 中的等式\^/2=1[/览+/\^2•提 示： 以00为指导 • 
下而讨论向量场的李括号.若V和 W 是 M 的切向董场，刺定义 


\y.wan = 寧 [/3]- wrvcyn- 

这里我们认为[V% W] 在函数/上的作用类似于一个向董场的作用.将[V, W] 写成劣的线性 
组合可以证明[V, W] 是 M 的向量场-为了避免使用过多的方括号，简记为[V, W][/]- 
vw[/]—wv[/]. 令 v = $>• a s ,w= 2«y a,, 然后计算 

wvzn ^ w^atUl 



= SS ^ «,[/]+ a ,»,[/]) 

类似地， 

所以 

cvw-wvyzn = S ( S (^ 货 〜%))^ 

換言之 • 我们有 

iy ， w ] = j >3 •，其中 《. - S 卜盖― wf ^)， 

且「V，是 M 的切向*场 • 

I* 习 8.3.4 利用方括号的定义，证明下述性质. 

⑴[V, w]=-[w, V]. 

(2) laV+bW f Z]=o[V, Z]+fJiW, Z], 其中《， 66R. 

(3) [[V. W]. 23+CCW, Z], V]+CCZ. V], w]=0( 雄可比等式 >. 

⑷ 对于光滑函数 / 和* f [/ V ， gW3=fgZv. w ]+/ vc «] w - 霣 wc/]v. 

下而我们集中证明命理 8* 3*2 的 (vh 首先我们要得出共变傲商和方括号间的一般关系式， 



类似地 


= yi a,M»* 9. + x/tu* a.). 


v w v = SX (w，a ^ ，a . +^' v^a,). 

因此 

VvW- WV= s ( E 卜錶 -w 謠 )) 氣 + S S (w - w) 

=cv.w]+2 S ⑽ .-w> ▽»， 

为证明 (V>, 只箱证明公式中的第二项为 i- 
引理 8.3. S ― % 3, =0. 

证明将上述公式应用到 R- +l 的共变微商 h _ 上，其中劣= 2«*«* - 得到 

vf ”a, - vjT"a. = [a.,a,] + 2 (fl，6 * -b'a k 、 -o+o = o. 

这是因为由上述讨 论知： a.，a,]=o 以及由 ▽»’" 的定义知 e ,=o. 又因为 vf”a,=vf 武， 
所以 和的投影相等. 

命题 8.3. 2中 (v> 的证明 对于一 «公式 


v v w- wv = lv . + S S (…- «/»■)▽•, a _ ， 

考虑最后一项 ; 其中括号里的因子关于 ■ 和 • 反对称.根据引理 8. 3.5, 因 
子 • 对于 f 一） i 称 . 由于任意一项和它的负值总是同时出现 • 因此对《和 / 求和为零.所以 

▽ V W-WV = [ V ， W ]- ■ 

假设 M-CR” +1 是超曲面 . 则 M 只有一个单位法向量场对于切向量场 V 和 Z ， 因为 
▽vz 是 vri 在切方向的投影，所以记 


O = v v z+(dmc/. 

再次注意 v 和 z 必须扩展成 R” +l 中的开集才能使得 VT 有意义. 

鏃习 8,3.6 证明上述法分貴的系败是 (VJT M Z, U>. 

因为由 （iv> 得 VCZ, t/) = <vr*'z. U) + iZ t ▽广⑺以及 （Z, t/)=»0, 所以我们可以将 
上述方程写成 

v v z= O- (0,iw 



再由 （•,•> 的对称性得 

VvZ = vf*'z~ <S(V) 9 Z)U, 

其屮 S(V) = — 是 R-+ •中 M 的形状算子 .8* 3. 2 的性质(特别是 (iv> 和 （v» 可以用来证明 
定理 2. 3* 5的推广 命®. 






























8.4 克利斯朵夫符号 


3.4 节介绍的克利斯朵夫符号实际上是二阶偏导数和对于基*»„和17的系数.因 
为 F — Jr . • x „=0, 所以 

x .= nx .+ n , x B + zi 7 
x»=rU.+i^x B + nl7. 

可以由度量 £ :和 G < F =0> 表示克利斯朵夫符号 （ 见公式 3.4. 3>, 

*-4--急*- +<17 

Jf- =-^Jr-+^+«U. 

〜其 实就是 •*«<_ 和 jc „ 也类似 • 从上曲的表达式中消去 U 分童 ZU , ml / 和》1/,就 
得到相应的和 V 〜 jc v . 把这些推广到 ife 维的 情形，简记为 

▽r ,a > = Sna.+$>it/.. 

取其切分量，则 

W ijn a.. 

练习 8- 4. 1利用引理 8- 3. 5证明对任意 i , *• f * =r^. 

2维的克利斯朵夫符号可以由度董 表述， 同样，高维的克利斯朵夫符号也可以用度量 （传 
统的离维符号）表述，即 

tso = da ,)， g - detig v y . 國 

其中(办>是度量系数矩阵-显然灼=心，即矩阵是对称的，而且可逆.以（炉>来表示矩阵 
(仏） 的逆矩阵.以下面的证明为例 • 可以由此逆矩阵分离一些特定的纛.特别地 
^K^Kr = 

命題 8.4.2 克利斯朵夫符号由度量 7 

^ ^ y + - ) 

决定. 

证明由命 *8. 3. 2的性质 ( iv >， 得 

= ( V •，洗 3, > 

= (E^ 1 - a*} + (a.. Eri a*) 





H 方上述 r 的公式也出现在 2 维的渕地紋 . 

.«!， M 的切向量场V沿曲线《: /—M*=x(tt 

V.-V-0. 以下是此条件的局部坐标形式.令 


= EE^ga. 
= ?(? (菩& 


-表达式为零当且仅当每一个分量为零. 






高蝽略後 


根据链式法则，第一项恰好是 cW / de. 因此 • 有以下命題 • 

命颺 8.4. 6 V是年行的当且仅当对于任意的5， 

^+S2n^-=o. 

推论 8.4.7 曲线是 M» 的《地线，当且仅当 

^+SSnff-o. 

证明因为有 a(0~x(«* («>•_••• «*(0).所以 a'-* ^^(dttVdOA. 因此，由上面 
命屬 8.4. 6的公式，作代换 d^/dt^V •测地线方程 ▽.*/ = 0就是上述方程. _ 

因为命屬 8.4.6 的条件是阶线性微分方程，所以平 行向* 场存在且唯一.但是平行向量 
场旋转的角函数却无法 确定- 原因很简单，角只能决定平面上的旋转.离维时，推述了旋转变 
换的是特殊正交群 SO(n), 即满足 det(A) = l 和 AA*~J 的矩阵 A 构成的群. 

鐮习 8.4.8 用以下方式定义平行变换.给定点/的V,和 M 上满足 o (0> = p 的曲线 
». 设V是沿《唯一的平行向量场，其中 V(0>=V 0 , «V(<> 是V。的平行 移动. 证明这样定义 
的变换是 7VM 到 T« U ,M 的线性变换，而且等距.也就是说对于沿 0 的两个平行向量场V和 

内积(V, W〉 是常数 • 也可证明平行移动保持定向，而保持定向的等 距厲于 SOfd. II示， 
利用命* a 3.2 的性质 (iv) 证明等距. 

在第7章中巳经证明测地线是能量积分 fTd/ 的极值曲线，其中动能为 T=l/2|«/|*. 在高维 
时^ 且因为没有假设見.毛 ■() •故|«/|* = .对应的能量积分是 


關 
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1 (告 )-0 = ?“_+铐(為+ 砮砮) ^，=。- 

利用恒等式 S 疒 h ，耵可得 p •.上式乘以求和得 

&~(2*--+|1：(^+^-|^)- 1 --)-0 
&-&.-- + S l&-(^+^-^)«'«- =o, 

化简得 

s" + Snr« , « i = o. 

这就是测地线 方程. 因此高维情形也类似，测地线方程可由变分原理得到. 

练习 8. 4 .9证明对于2维正交坐标补片 x ( u , V K 上述的测地线方程和第5章的一样. 

我们想要选择某个正规坐标使 共变微 商的性质更好 一些. 在下一节中.这一坐标将大大简 
化曲率的讨论. 

定理 8.4, 10对于流形和存在坐标补片 JK «_, •••• «*>, 其中*(0,…， 0)* 
P, 使林 


gi, (/ >) = »•(/>) ■ 6：和 

这签坐标《^, 《* 是正规坐标. 

证明梗概具体的证明箔要指数映射的知识 • 因为我矿 

个证明的提纲.取/ •点 的切空间，对于任意向置 t»€7VM, 

点的直线映到经过/>点*•方向的单位 速度测 地线，，即 


I 还没有介绍过，所以这里只介绍一 

构进映射将 T ^ M 上》方向经过》 


tv 卜《> (/>. 

为简单起见，假设 m 是完备的，則渕地线可以无限廷伸.这个峡射就定义一个从7^拜祝 
的备坐标 补片. 正如坐标补片 X 的坐标一样 • 取 7 VW 的正交坐标系根据定义, 
因为坐标正交，所以 在户点 • 办=衣.而切向貴》=(1^ •…， V )满足 
xiu 1 C«).•••.«*(!» = a , (t) = xCtv't—t/v*). 

而且，对任意的 *•， H *- d *( ii />/ ck *=0. 渕地线方程显然在 a 上总是成立的.即 

Er ： c«. (/» w = Sn?c«- ⑴ w = o, 

而且对任意的 weiyw 上式都成立仅当 r ;： 等于 s 此 


Wp > = Sr：(/») »■ = o. _ 

上而这些为初步知识，下面以离维平均曲率向量场和髙维曲面面积极小化之间的关系作为 
本节的结尾.注意使用正规坐标简化讨论.对于具体的细节，推荐阅读 a aw 8 0 定理1_4]和 








根抿命题 8. 3. 2 的性质 ( iv )、（ v > 以及 t 面提及的括号积是零•得 

丢[穿音舍 (db Uo + (5：,vr * ，5；> Uo 

= Uo 
= Uo. 

再由性质 ( iv ) 得 

差 (^j| = S Uo- o/.vf rt a.> Uo 

=S «.(u •毛 > _ (t/.v, ( a.> - o/，（vf’_»,，〉• 

这是因为 vW = v +( W ” 广且*=0时在 JW 上.同时， f = o 时，17和 a . 正交，而且坐标是正 
规坐标，故 

賴 L - g - o 〉 

— «；.«>, 

其中 H 是 R - h 中曲面 M 的平均曲率向董场.积分得下而定理. 

定理 8.4. 12面枳函教的导教在零点的取值是 

其中 H 是乎均曲丰甸量场 • 1/是法吏分方匈. 

如果 M (即* =0) 是所有变分的临 界点， 那么必有偎设 H 不为零，那么一定存在1/ 
使得07, H > 不为零 • 这样在某个局部上积分不为零.这同假设是 A ( i > 的睢界点矛盾.因 
此得到定理 4. 3. 4在高维时的推广. 

推论 8. 113若 M 是由叙极小的，則它的年均率匈量场为零. 

8.5 曲率 

在 3. 4 节得到了仅与度暈相关的高斯曲率公式.这自然引 出了高 斯绝好定理.仔细研究公 
式的推导 过程， 发现我们用到 =0. 以共变的记号表述（注意相对于某条参数曲线的 
共变微商就是偏导数），有 



面且导数也揭示了 I ；■和下标的本质，其中 U 是曲面的单位法向量.实际上就是公式中 
项 ( to _ mO / EC = if . 现在不用单位法向量给出 Ai * 的共变微商 ▽. 因此不要期望 











因此 s - 的截而曲率 K = 是定值 • 也就是说完全类似于穸的离斯曲率. 

»习 《•$•« 证明黎曼曲率满足下述对称关系： 

(1) 1?(X. y. Z, W^=-RCY, X. z. w\ 

(2) i?(x, y. z. w)=-R(x. y, z). 

(3) i?(X. y, z. w)=Rcz. x. y). 

提示：由命题 8.3.2 的性质 （ iv ) 知： (1) ( VyVxV , V> -y<V x V. V> - (V X V, v r v>, 
(2)(v cx . yj v. v>=i/2cx, y]<v, V). 由下而的第一比安基恒等式可以 a 明 （ 3 ). 

* 习 8. S .7 证明第一比安基恒等式 

R(X,Y,Z r W} + R ( y , Z ，； f ,»0 十 = 0. 

提示：显然可以不考虑写出每一部分的定义，利用等式 V r x = [ x , y ] 等.把所有 
的项都写成只含括号积的形式.利用雅可比恒等式(练习 8. 3.4(3)). 

下面是以后用起来很方便的第二比安基恒等式，它和黎曼曲率的共变微商有关，故我们要 
理解它是如何定义的. R 的共变嫌商为 







• 为此推广第 6 箪用过的标架场的槪念.如果 f ,， …， 是定义在点/> 
，在邻域内的每一点，有 

集 合彳&•…， 称为在/ •的 标架-一个获得标架的方法就是取 
?理 8. 4.10), 然后沿经过/«的 测地线 作平行 移动， 从而得_标架向貴卷 


行移动是等距变换，在正规坐标补片的任意点都保持标架的标准正爽性. 
公式的一些结果不一定成立.无论如何，标架的优点远大于缺点，因此, 














试>的2><2 正交矩阵为 A =( 办），即 

£,* a ti ^t+ati 

A 的行向量组是标准正交的，即 a | , fl „+ c „ ais =0. af,+«? t = l . aln 利用练习 8. 5. 6 

的对称关系.得 

Ric ( x . y ) -( R ( x , f , > y,fi > + (!?( 〉 

= «?( X , fl „ ^,+a tl ^,) y . a „ ^,+«« ^,> 

+ (R(x,a u ^,+a a ^Y t a u ^ i + a n ^ i > 

+«*,«" ( u ( x •方） y •方 >+< 4 I ( i ?( x ， 只） y •艽） 

+ «f* )y,^i>+ a u a„ (l?(X.^i )V.jr,> 

艽） y , 艽〉 +地 （ wx , 乃 > y ，艽〉 

=« J , ( k ( x , 艿 > y ,^ i ) + 2a „ a „ (mx,，, > y , 只 > 

+ ii,CR(X， 艽 )Y,m 

+OH(l?(Xt^i)l /， *JP 1 > 4 - 2au«n d?(Xt^i )1 : , ，/ j> 

+ <4( F ( x .^ i ) y f ^>. 

根据等式 a " fl „+ fl w a „=0, ah+afz = l 和 <4_+ a | z <- l , 得 

Ric(m + < 2 f l )( j ?( x ,^ i ) y ,^ i > 

+ 2(fl„«n +«..fl«Kl?(X^,)y.^,> 

+ (« J , +<4>(1?( X , 方） y •方〉 

因此.里竒曲率与标架选取无关 • 

其次要注意的是里奇曲率和标量曲率的定义都类似于求迹的过程.当然，为了取矩阵 
(〜）的迹，对于标准正交基 厶 >,定义 

trA= 2«. = 5J(A(6),fi> f 

这里 • 对于里奇曲率，取黎曼曲率的两冬向置位置，然后对标架的相同元索求和.相似地，或 
者更类似于迹， Ric 对相同的元索求和 得到& 这个过程称为收縮法，记为 C . 因此， C it R= 











和我们的记号保持 一致 . 读者可能希望有更加正式精确的收缩记号，但这里并不需要 . 

供 8 . S. 10 

<i> 对于 *■ 流形计算度量 <•••> 的收缩 . 对于上述标架 • 因为 (£；, &>=«,所以 

c (卜， •>)= 

=k 

= dimM*. 

<ii> 收缩也可以用坐标表示 . 不考虑细节，对于來标 I/ 以及切向 * 场的基 a,, •“， 

»• ，其中 <R<a,, a,>a" 3 r >=i ? #Jr ， 设 

Ry = 

这就是里竒曲率的组成部分 . 因为 = 祀，所以由练习 8 . 5.3 ,得 

Kk= 22(U -證 + - r^rL) glr g> r 

= 2(^-^+S^n.-^rL)2M ,r 
=eh 

为了理解这些曲率的作用，以下列举了几 ^ 定理，但是没有铪出证明.对于第一个定理的 
证明见 [SGL 90 ]. 

定理 8.S.M(Myers 定理） 假设是完备 * 流 形， JL JW* 的置奇*皐戶林有界大于 
零•即 

Ric(X，X> 多 ^ >0， 

WM* 是莆的，且 M* 的直轻 小于等于砍. 

比较博内的 结果， 即定理 6. 8. 16 .标量曲率可以约束流形的类型.将下述结果和亚历山 
大定理 4- 4. 6比较. 

定理 S. 12有常标量曲車的緊超 A 面 A4*CZR' +, 是 R" +l 鎊导度量下的 S" 球 A. 
tt 习 8.S.13 对于 R 3 中由正交坐标朴片定义的曲面，证明里奇曲率和标*曲率分别是 
Ric<x,y> = ff<x，y> 和 k = 2 k, 

ft 中 K 是高斯曲率. 提示： 利用练习 8 . 5. 3. 实际上不需要正交坐标补片的条件 • 而在练习 
}• 5. 3中作此偎设是为了简单. 

tt 习 8.S.14 证明共变微商'度置和括号积满足等式： 

2<x.v z y> =z<x,y)+y<x,z>- x<y,z> 

+ <V.[X.Z]> + <z,[x,y]>- <x，CY •幻 >• 

嫌习 8.SMS 以下脱离 R" +l 诱导的 度釐走 m— 小步.度貴卜，0是度*《•••>的倍数， 


示相应于 <• ， •> 的共变微商和曲率.证明对于“倍数”度量 T 述性质成立. 
<1>石用练习 8* 5. 14的公 式). 

<2)R<X. Y, Z, W)=AR<X. Y , Z, W) (勒用 <1>). 



(4) Rk ：< x , y>=Ric(x, y)< 利用 (2>). 
(5W=j*( 利用 (4)>. 


鏃习良 S. 16 设 p* —彳 （ K I, 类似于 2 缩庞加莱平面的上半空间 • 

定义铲上的度最为 



用我们现在的话说就是 

其中* .是 R* 的标准正交基向貴.因此，这个度量矩阵是对 角的. F* 的截面曲率是常数 一1. 
以下 ft 部分内容.对于全部内容，包括一般共形度貴的公式 • 见 [Car92, 8.3]. 

U> 证明克利斯朵夫符号是 


\ +9,gt — 9,g^ ) 



<2)证明与截面曲率相关的黎曼曲串部分是 


R -> = 2 ( ^ - U + ^ nr， - ~ 

=( 銎祭+?邮-叫 (击 )， 

且唯一的非零部分是 = 这里假设|?糾中 R ㈣中 i 由， R 糾中 

的. 

(3) 对于上述情形，利用 的结杲证明截面曲串部分 (办 • &;> 是常数一 1.这 
个练习铪出把第5章的共形度量推广劲高维的方法. 
















































3 此，爱因斯班曲率是爱因斯坦场方稈 GzBhT 的一个很好的 选择. 实际上 • 因为在真空 
0•解方程 Ric=0 要比解方程 0=0 方便， 所以爱因斯坦曲串同里奇曲串的关系很重要. 
这们要解释一下“解 •，这 个词的含义.什么是巳知什么是未 知呢？ 一般地，我们都是从里奇 
&假设和一些几何知识决定时空的几何结构.由例 8. 5. 10 知， 里奇曲率可由克利斯朵夫 
i 其导数 给出- 而克利斯朵夫符号及其导数可由疳*的择 教类出 田 ifr 志祆才 


















K~n. 提示： 利用命题 8.3.2<v>. 同样可以证明 b—fi. 提示：命埋 8.: 
^ 8 . 6 . 2 证明 

o/i ■ 一 》{• 

利用命埋 8. 3. 2<iv). 

为黎曼曲串是由第•-共变徽商定义的 • 所以如果我们也想将它写成对偁的形式 
求 1- 形式的微分.考虑*个变置〆，…， 《* 的困数/,其微分是 


<'是对偶于向量场 a. 的 1- 形式，所以 d/ 本身就是 1- 形式.因此， 1- 形式的导! 
似于1•形式在向量场上的作用，2-形式可以作用在 向董场 对上. 

8 < - 3 设是 1- 形式.由它们在向*场 V. W 上的作用定义2-形式(?八# 












与公式 €M = I ^ A 铲比较，得到 K = l / R *. 

»习 8.6.9 利用公式 = 铲计算其他曲面的 fC . 

在现代几何和物理中，微分形式在理论和计算中都扮演着重要的角色.微分形式的经典方 
[ Fla 89]， 间时读者也可以发现很多在物理上的应用 • 一个较新的方法见 [ Dar 94], 这本书 
式应 用丁现 代«貴理论 • 利用微分形式研究曲面的几何性质见 [0^66]. 



附录部分练习的提示及解答 






(4) B / =- rN , 所以 | B ，| = |- r ||/ V |， 或者 | 贫 | = | — I ■卜 r . 

錄习 1.3.22 因为存在通数 K *>, 使得沪 两边同时微分得 
(1 +/(*>> T + r ( s 〉/ f ( s > = 0. 

两边同时与 T 做点积可得两边伺时与 / f 做点积可得矛盾的结论 r ( d »0. 除非矿=0, 
即/?是直线. 

鎵习 1.3.23 令《(3)— /»= aT + WV + rB ， 故 T - («-/») = c , N - («-/»)=*, B * ( 0 - p ) = 
c . 而《位于中心为/ •半径 I ?的球面上，故 ( o —/0 • («— 方程两边间时求导得到 T . 
( 0 —/0的表达式.然后对 T •(«—/>>=<* 两边间时求导得的表达式. ft 后对 7 V 
(«—/0=6两边同时求导得到 B • ( a — p ) 的表达式. 

蠊习 1.3.24 和用练习 1.3.23. 令常数为记，并证明是常歎 
*习1. 4 . 4 如果路 IS 是平的，那么就分解为两部分： （ US 为汽车是匀速运行•所 
以切方向上的加速度 = $ T (0 — 0: (2>向心加速度戈 〆 N ( Z ). 由牛 頓定律 • 抑.如 
果路面是倾斜的，那么有三个力作用在 车上， （1) 向下的蕙力 • （2>路面的支持力， （3) 使得汽 
车不会驶离路面的摩擦力.使得汽车不会下滑的静态摩镲力可以忽略不计. 

由力学知. |/|= a <| N | , 可得 f r =fiN y ，f，=ptN ,. 加上竖直方向的力得 （ 

N, = mg+f, =mg 

向心加速度由水乎方向的合力 尤 + Ni 产生，故 

咖 * - + N , = pN y + N x . 

同时解队，得到 

由此可得 tanff 的表达式.在此表示中解 p 得到 




为向量 《 是常向量， 所以 (t(s) • u y=rcs) • u +t(s) • u=rcs) - 

第 2 章 

雄习 H 1 (冷>如果 *•• 线性相关，那么 x ，= cr ，， 其中 c 是 -- 个常败.因为*•><*， 

能够写成行列式的形式，所以可以利用行列式的性质. 

(<=)X M Xx v ^O=> I x . I 1 *„ I sinff =0. 由此可得毛，*»的夹角沒的值. 

^ 2.1.6 利用抛物面的蒙日补片 *(«• !；> = («• v , 定“参 数曲线 

以及 r 参数曲线 *(«<>• 注意每条曲线都在 R s 的一个坐标平面上. 

维习 2.1.8 jt ( u , w ) = ( u , v . y/l—u z —i^). 

鏃习 2.1.19 锥面的直纹补片形如 *(«， v )=/»+ w 5(»), 其中是一个固 定点. 锥面的顶 
点是原点/ >=(()• 0, （0 时，曲面上的直线由 (0, 0, 0) 以及平行于: cy 平面的圆 ( aC os «, asiirn , a) 















m 彖 


332 

= ^£*(cos*«, + sin 2 嫌 ,>dft 

根据 心是 常数，估计这个积分. 

(2) 用叫， u 2 表出 ib，<6. 即 wj_cosfto+sin#“*, 14=«»(多+|)1<|+84|1(多 +D«*. 然 
后利用欧拉公式可得 A(V2>. 

嫁习 3.1.10 M 极小 =>H(/O=0, Vp€M. 这对于的. #c 2 意味着什么？进面，对于 
K 呢？ 

a 习 3.2.18 < a> 计算恳， &X 毛得到1/一^^^. 还明 <u-x„y= ( 贫•说打 . 
在此过程中，要用到 fl-(6Xc> = -fc*( fl Xc〉. 利用拉格朗日恒等式证明 U,XxJ*=BG —户= 
w z . 最后证明 K^^ G lf^ y , 再结合前面的结论. 





LILLI. L^ 」 U.LBMBrgMWf!WWWW^^ 


的表达式可得 



















了岡锥面. 
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-微分几何及其应用 

本卜〕 让优秀 的微分儿何教材，内弈广泛，不 m 包禽该领域的纾典邢论， m 时还 
‘JI 人 ini 兑机代数系统 Maple 的内耗以及微分儿何作现代生活屮的劣际应川。本 |$ If 
耍介绗/变分法. 以优 拧制邱论以及微分儿何，几 M 过这呰兩耍的概念浓助成 WPR 
解屯活屮的矜种现象，例如肥 U 股的形成以及质点作曲 Iftf I:的 k 动等， U 体内你涉 
及常平均曲率、完整性与岛斯-博内定理 . 极小曲酣、变分法与几何等。此外，本书 
包允人 w 的练>】，绐出 r 相成的提4和解答，汴提供 f 一系列的例子、定义以及汴杼。 
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